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I]@ BU BOLUMUN AMACLARI @[l

* Bu boliimde, uzayda dik koordinat eksenlerini kavrayabilecek, uzayda vektor,
dogru ve diizlemin analitik incelenmesini 68renecek,

1. Uzayda dik koordinat eksenleri ile ilgili uygulama yapabilmek icin;

* Analitik uzay1 ve uzayda dik koordinat eksenlerini taniyacak,

* Uzayda bir noktanin apsisini, ordinatin1 ve kodunu taniyacak,

* Uzayda koordinatlar1 verilen iki nokta arasindaki uzaklig1 hesaplayabilecek,
2. Uzayda vektorlerle ilgili uygulamalar yapabilmek igin;

* Yer vektoriinii tanimlayabilecek, yer vektorii ile uzayin noktalar1 arasindaki
iliskiyi yazabilecek,

* Yer vektoriiniin bilesenlerini tamimlayabilecek ve sembolle gosterebilecek,

* Baglangi¢ ve bitim noktalart bilinen bir vektore es olan, yer vektoriiniin
bilesenlerini hesaplayabilecek,

* Bilesenleri ile verilen bir vektoriin uzunlugunu hesaplayabilecek,

* Bilegenleri verilen vektorlerin toplama islemini ve toplama igleminin 6zeliklerini
vektorlerin bilesenleri cinsinden gosterebilecek,

* Bilesenleri verilen vektorlerin ¢ikarma islemini yapabilecek,

* Verilen bir vektoriin, verilen bir reel say1 ile carpimini bilesenleri cinsinden
bulabilecek,

* Verilen iki vektoriin, paralel olup olmadigini bulabilecek,
* Verilen iki vektoriin, Oklid i¢c carpimimi hesaplayabilecek,
* Verilen bir vektoriin boyunu hesaplayabilecek,
* Verilen iki vektor arasindaki agiy1 hesaplayabilecek,
* Verilen iki vektoriin dik olup olmadigini1 gosterebilecek,
3. Uzayda dogrular ile ilgili uygulamalar yapabilmek icin;
* Bir noktadan gecen ve bir vektore paralel olan dogrunun denklemini yazabilecek,
* Tki noktas1 verilen dogrunun denklemini yazabilecek,
* Verilen iki dogrunun birbirine paralel olma ve dik olma durumunu bulabilecek,

* Verilen iki dogru arasindaki agiy1 hesaplayabilecek,

*

Verilen bir noktanin bir dogruya uzakligini hesaplayabilecek,




ANALITIK GEOMETRI 2

4. Uzayda diizlemler ile ilgili uygulamalar yapabilmek i¢in;

*k

b

S

Uzayda diizlem denklemlerini, verilen bir noktadan gecen ve verilen bir
vektore dik olan diizlem denklemini yazabilecek,

Bir dogru ile bir diizlem arasindaki ac1y1 hesaplayabilecek,

Dogru ile diizlemin parelel ve dik olma durumunu bulabilecek,

Bir dogru ile bir diizlemin ortak (kesim) noktasinin koordinatlarimi bulabilecek,
Bir noktanin bir diizleme uzakligini hesaplayabilecek,

Iki diizlem arasindaki ac1y1 hesaplayabilecek,

iki diizlemin paralel ve dik olma durumlarim bulabilecek,

Diizlem demetini yazabilecek,

5. Lineer denklem sistemleri ile ilgili uygulamalar yapmak i¢in ;

%

*k

*k

Lineer denklem sistemlerini taniyabilecek ve ¢oziim kiimesini hesaplayabilecek,

Iki bilinmiyenli iki veya iic denklemden olusan denklem sistemlerinin ¢oziim
kiimesini bulabilecek. Geometrik anlamini ac¢iklayabilecek,

Ug bilinmiyenli iki veya ii¢ denklemden olusan denklem sistemlerinin ¢oziim
kiimesini bulabilecek. Geometrik anlamin agiklayabileceksiniz.



X, NASIL CALISMALIYIZ? £

* Bu boliimde gorecegimiz, uzaydaki dik koordinat sistemlerini, uzaydaki vektorleri,
dogru ve diizlemlerin analitik incelenmesini, daha iyi anlayabilmeniz i¢in ge¢mis
konulardaki tamimlari, temel kavramlar inceleyiniz ve problemleri tekrar
¢cOzuniiz.

* Konu ile ilgili ¢ok sayida, ornek ve alistirma ¢oziiniiz. Anlayamadigimiz
konular1 mutlaka tekrar ediniz.

* Problemleri ¢ozerken, verilenlerle istenilenler arasinda mutlaka bir iligki
kurunuz. Gerekirse, sekil ¢izerek ¢ozmeye calisiniz.

*  Cesitli kaynak kitaplardan faydalanarak, konu ile ilgili problemler ¢oziiniiz.

* Boliimiin sonunda verilen alistirmalar1 ve degerlendirme testini mutlaka ¢oziiniiz.
Degerlendirme testinin cevaplarini, cevap anahtari ile karsilagtiriniz.
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UNITE 11
UZAYDA VEKTOR, DOGRU VE DUZLEMIN ANALITIK INCELEMESI

1. ANALITIK UZAY
Birinci boliimde, reel sayilarla bir dogrunun noktalar1 arasinda birebir esleme
yaptik. Esleme yapilmis ve yonlendirilmis dogruya say1 dogrusu dedik.

Bir diizlemdeki noktalar ile reel sayi ikileri ile eslenmis olan diizleme, analitik
diizlem denir. Analitik diizlemin disinda da noktalar vardir. Analitik diizlemin noktalar1
ile bu diizlemin digindaki biitiin noktalar, uzay1 meydana getirirler.

Bu boliimde, uzayin noktalar ile reel sayi iigliilerini birebir esleyerek ve cebirsel
yontemlerini de kullanarak yeni bilgiler 6grenecegiz.

2. ANALITIK UZAYDA DiK KOORDINAT EKSENLERiI VE ANALITIK
UZAY

I. Analitik uzayda koordinat sistemi

@ Uzaydaki bir O noktasindan birbirine dik olan ii¢ say1 ekseninin olusturdugu
sisteme, Uzayda koordinat sistemi denir.

II. Analitik uzayda dik koordinat eksenleri

@ O noktasina, baslangi¢c noktasi (orijin) say1 eksenlerine de dik koordinat eksenleri
denir. 0x, Oy ve Oz eksenleri ile gosterilir. Ox eksenine birinci eksen veya x ekseni, Oy
eksenine ikinci eksen ya da y ekseni, 0z eksenine de ii¢iincii eksen ya da z ekseni denir.
Bu eksenlere koordinat eksenleri ve bunlarin ikiser ikiser olusturduklari birbirine dik ii¢

diizleme de, koordinat diizlemleri denir. (Sekil 2.1)

x ve y eksenlerinin olusturdugu

diizleme xOy veya xy diizlemi denir. y ve z
eksenlerinin olusturdugu diizleme y0Oz veya
yz diizlemi denir. x ve z eksenlerinin
olusturdugu diizleme x0z veya xz diizlemi
denir.

@ Koordinat sisteminin olusturdugu
uzaya, analitik uzay denir. >y

Uzayda bir O noktas1 verilsin. Verilen
bu noktadan birbirini dik kesen 0x, Oy ve Oz
eksenlerini ¢izelim. Verilen reel sayilar,
cizilen dogrularin noktalar1 ile birebir

eslenerek, uzayda bulunan biitiin noktalar,

birer say1 ligliileri olarak gosterilebilir. Sekil 2.1
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||||» Analitik uzayda her nokta, bir sirah reel say: iicliisiine ve her sirah reel sayi
ticliisii de, uzayn bir noktasina kargilik gelir. R’={(x,y,2) x v, zER }

kiimesi seklinde gosterilir.

ITI. Analitik uzayda bir noktanin apsisi, ordinati ve kodu

Analitik uzayda, herhangi bir nokta P
P(xy,yy, z) olsun.

P noktasinin xOy diizlemi iizerindeki

dik izdiistimii P“diir. (Sekil 2.2) de;

@ P’ noktasinin, Ox ekseni iizerindeki
dik izdiisiimii P; olsun. P; noktasina

karsilik gelen x; reel sayisina, P noktasinin P,
apsisi denir.

Sekil 2.2
P’ noktasinin, Oy ekseni iizerindeki dik izdiisiimii P, olsun. P, noktasina karsilik

gelen y; reel sayisina, P noktasinin ordinati denir.

P noktasinin Oz ekseni iizerindeki dik izdiisiimii P3 olsun. P3 noktasina karsilik
gelen z; reel sayisina da A noktasinin kodu denir.

(Sekil 2.2) de; x; , y; ve z; reel sayilarina P noktasimin koordinatlar1 denir.

D QO

P(xy .,y , z) seklinde gosterilir. P noktasinin apsisi x;, ordinat1 y; ve kodu z; dir.

VA
4
ORNEK 1
P(2,4,3) noktasini, uzaydaki koordinat
sisteminde isaretleyelim. N _________1"(‘2’4’3
(;OZUM 1: (0] : 4 >y
Uzayda verilen P (2, 4, 3) noktasinin A &
apsisi 2, ordinat1 4, kodu 3 tiir. (Sekil 2.3) de P'(2.4.0)
yeri gosterilmisgtir.
X

Sekil 2.3
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I'V. Analitik uzayda bir noktanin baglangi¢ noktasina olan uzakligi:

Analitik uzayda bir nokta P(x{, y1,21) z
olsun. Bu noktanin baslangi¢ noktasina [
olan uzakligi | OP | dir. z,

// //

(Sekil 2.4) teki 7 % o
OP'P dik iicgeninde; o ) .y
|OPP=|OP'+|PPP dir. . \c// %
| OP’ |2 =x} +y?ve PP |2 =7} / P'(x,.y,.0
oldugundan, |OP?=x3 +y} +z} olur. .
Buradan, |OP | = v/x? +y? +z3 birim olarak
bulunur. Sekil 2.4

||||* Analitik uzayda, P(xy ,y; , ) noktasinin, eksenlerin baglangic noktasma olan

uzaklg,  |op |=W birimdir.

P noktasi ile P noktasinin koordinat diizlemlerindeki dik izdiigtimleri bir dikdortgenler
prizmasinin koseleridir. (Sekil 2.4) de OP dogru pargasi bu dikdortgenler prizmasinin

cisim kosendir. Dikdortgenler prizmasinin cisim kdsegeninin uzunlugu,
IOP | =+/x7 +y? +z} birimdir.

ORNEK 2

Uzayda verilen P(2, -3, 6) noktasinin orijine olan uzakliginin kag birim oldugunu
bulalim.

CcOZUM 2

Uzayda verilen P (xq, y{, z;) noktasinin orijine olan uzaklig1
OP |=+/x} +y} +2} ifadesinden,
OP|=+(2P+ (3% + (6> =V4+9+36 = {49 = 7 birim olur.
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V. Analitik uzayda iki nokta arasindaki uzaklik

Analitik uzayda, A(xq, y;, z;) ve B(Xy, y», zp) noktalar verilsin. Bu iki nokta
arasindaki uzakligin kag¢ birim oldugunu bulalim.

AB dogru parcasinin xOy diizlemindeki dik y
izdiistimii OF dogru pargasi olsun.

Z [ —

(Sekil 6.5) te, | FE|=x; - x2 T
2 177 X:,y o Z.
|ED|=yi-y2» ve|AC|=z -2z, dir N,

Mo

|
1 C
| H
FED dik iicgeninde;] FD * = FE [> +| ED [ dir of I & ’>y
VR0 ¥ Y
Fl7 i
X2 A ”l
ABC dik iicgeninde;] AB P =|BC[]*+| AC[? N
Xy = Y

ve |BCP=|FD P oldugundan, J/ E D
X
|AB?=|FE?+|ED P +| ACP dir.

| AB P = (x1 - X0 +(y1-y2f + (21 - 22)* olur. Sekil 2.5

Buradan, | AB| =~/ (x1 - x2)> +(y1-y2P +(z1 - zo)> birim olarak bulunur.

||||» Analitik uzayda verilen A(x;,y1,z;) ve B(X;,y2 z,) noktalari arasindaki

uzaklk, |AB|=+(x1-x2? +(yi-y2?+(z1-2,? birimdir.

ORNEK 3

Analitik diizlemde, A(1, 3, 4) ve B(2, 1 -1) noktalar1 veriliyor. Bu iki nokta
arasindaki uzakliginin, ka¢ birim oldugunu bulalim.

COZUM 3
Uzayda verilen iki nokta A(1, 3, 4) ve B(2, 1, 1) oldugundan, bu iki nokta

arasindaki uzaklik,

|AB|= v (x - X2)2 +(y1- Y2)2 +(z1 - 12)2 ifadesinden,

|AB|=~/(1-2F +(3-1P%+(4-1)

| AB|=~/(-1? + (2P +(3F ;

|AB|=V1+4+9 + V14 birim olur.
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VI. Analitik uzayda bir dogru parcasinin orta noktasi

Analitik uzayda, AB dogru par¢asinin u¢ noktalarinin koordinatlari, A(x; , y;, z;)
ve B(X; , yp, Zy) noktalar verilsin. Bu dogru parcasinin orta noktast C(X , Yo, Zq)

olsun.C noktasinin koordinatlari,

+ o
X0=X1+7X2 =u ve ZO:M oldugundan,
2 2
X1+ X + Z1+ Z
C [ro=1772, y0:¥, 20=21T22) olur.

3. KURE DENKLEMI

Uzayda, sabit bir noktadan esit uzaklikta bulunan noktalarin kiimesine

(geometrik yerine) kiire yiizeyi, kiire yiizeyi ile sinirlanan cisme de kiire denir.

Sabit M(a, b, c) noktasina kiirenin merkezi, P(x, y, z) noktasinin merkezine olan

@ Q

uzakligi r birim ise, (Sekil 2. 6) buna da, kiirenin yarigap uzunlugu denir.

Buna gore, uzayda iki nokta arasindaki z

uzaklik ifadesinden,

[MP[=~/(x - af +(y - bP+ (z- cP  olur.
Her iki tarafin karesi alinarak ve |MP| =r

oldugundan, (x - a)>+(y - b)*+ (z-cf=r2

bulunur.

Bu denkleme, kiirenin denklemi denir.

Bu denklemde parantezler acilir,
gerekli diizenleme yapilirsa, Sekil 2.6

X2+ y2+ 72 - 2ax - 2by - 2cz + a2 + b® + c2- 12 = 0 bulunur.

2a=D, -2b=E, -2c=F ve a2+b%*+c2-12=G ile gosterilirse,
x2+y2+72+ Dx + Ey + Fz+ G =0 denklemi elde edilir. Bu denkleme de
kiirenin genel denklemi denir.

Kiirenin genel denklemi verildiginde, kiirenin merkezi olan M(a, b, c) noktasinin
koordinatlarini ve r yaricap uzunlugunu bulabiliriz.
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Bunun ig¢in,

-2a=Dise a=—% ; -2b=Eise bz—% ; -2c=Fise c=- dir.

0

Kiirenin merkezinin koordinatlari

M(a, b, ¢) oldugundan, M (- % , - % , - %) olur.

a2+b*+c2-12=G oldugundan, 2 =a2+ b>+ ¢ - Gdir

2 2 2
Buradan, 12 = % + % + FZ - G ise 1r=%\/D2+E2 +F? - 4G birim olur.

L. D’+ E2 + F2 - 4G > 0 ise kiire vardr.
II. D>+ E2 + F% - 4G = 0 ise kiire bir noktadan ibarettir.

II. D*+E? +F? - 4G <0 ise kiire tanimh degildir.

@ Merkezinin koordinatlart O(0, 0, 0) ve yaricap uzunlugu r olan kiirenin denklemi
x2 +y2 + 72 =r2 dir. Bu sekilde olan kiirelere, merkezil kiire denir.

ORNEK 4: Merkezinin koordinatlart M(3, 2, 1) ve yarigap uzunlugu r = 4 birim

olan kiirenin genel denklemini yazalim.

COZUM 4: Kiirenin denklemi (x - a)2 + (y - b)2 + (z - ¢)? = r2 oldugundan,
merkezinin koordinatlar1t M(3, 2, 1) ve yarigcap uzunlugu r = 4 birim olan kiirenin
denklemi (x - 3)2 + (y - 2)2 + (z - 1)2 =16 olur.

ORNEK 5: Uzayda denklemi x2 + y2 + z2 - 2x - 4y - 6z - 11 = 0 olan kiirenin
merkezinin koordinatlarini ve yaricap uzunlugunu bulalim.

(:,(")ZUM 5: Verilen kiire denkleminde, D=-2, E=-4 ve F=- 6 dir.
a=-D —_2_1 . b=-E =_4_2 , = F __-6_3 oldugundan
2 2 2

verilen kiirenin merkezinin koordinatlar;; M (1, 2, 3) tiir.

r:%v D E% F- 4G ifadesinden, r= %«/(-2‘)% (-4P+ (-6~ 4(-11) ;

r=%\/4+16+36+44 = %Moo =%10=5birimdir.

O halde, yaricap uzunlugu 5 birim olur.
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Analitik Uzayda, verilen kiirenin merkezinin yerine gore, denklemini yazalim.
a. Merkezi orijinde olan kiirenin denklemi: Merkezinin koorinatlart M(0, 0, 0) ve

yaricap uzunlugu r birim oldugundan, x2 +y2+z2=r2 dir
b. Merkezi x ekseni iizerinde olan kiirenin denklemi: Merkezin koordinatlari

M(a, 0, 0) ve yaricap uzunlugu r birim oldugundan, (x - a)2 + y2 + z2 =12 dir.
c. Merkezi y ekseni iizerinde olan kiirenin denklemi: Merkezinin koordinatlari
M( 0, b, 0) ve yaricap uzunlugu r birim oldugundan, x2 + (y - b)2 +z2 =12 dir.
d. Merkezi z ekseni iizerinde olan kiirenin denklemi: Merkezinin koordinatlari
M(0, 0, ) ve yaricap uzunlugu r birim oldugundan, x2 + y2 + (z - ¢)2 =12 dir.
e. Koordinat diizlemlerine teget olan kiirenin denklemi: Merkezinin koordinatlari
M(r, 1, 1) ve yaricap uzunlugu r birim oldugundan, (x - 1)2 + (y - 1)2 + z - 1)2 = 2 dir.

ORNEK 6
0 olan kirenin merkezinin

Denklemi x2 +y2 + z2 - 2y - 24
koordinatlarini ve yarigap uzunlugunu bulalim. Bu kiirenin merkezinin hangi eksen

izerinde oldugunu gosterelim.

COZUM 6
Verilen kiire denkleminde, D=0, E=-2 ve F=0 dm.

=0 oldugundan,

N o

c=.F__
2

a:-gz-gzo ; b:-Ez-i_l;
2 2 2

2

kiirenin merkezinin koordinatlari, M (0, 1, 0) dir.
Bu da bize kiirenin merkezinin y ekseni iizerinde oldugunu gosterir.

V0P + (2P + (07 - 4(-24) ;

r=% D2+ E2+ F2- 4G ifadesinden r=%
r=% 4+96 = % V100 = %10 =5 birimdir.

O halde, kiirenin yari¢apinin uzunlugu r= 5 birim olur.
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4. UZAYDA VEKTORLER
I. GIRIS

Diizlemdeki vektorler icin gegerli olan tanimlar, teoremler, kavramlar ve islemler

uzaydaki vektorler icinde gecerlidir.

Uzayda da noktalar ile vektorler arasinda bir esleme yapmak miimkiindiir.

I1. Uzayda, nokta ile vektoriin eglemesi ve yer vektorii

Uzayin her iki noktasi bir vektor belirtir. Bu iki noktaya, vektorii temsil eden

o

yonlii dogru parcasinin baglangi¢ ve bitim noktalari denir.

Baglangi¢ noktas1 O ve analitik uzayin

o

noktalarindan biri P ise (i) vektoriine, P

noktasimin yer (konum) vektorii denir.

Buna gore, baslangi¢c noktasini uzayin
diger noktalarina birlestiren her yonlii dogru N

parcasi, bir yer vektoriidiir.

(Sekil 2.7) de OP, OM ve ON

vektorleri birer yer (konum) vektoriidiir.

||||» Uzayin her noktasina, bir yer X L
vektorii karsilik gelir.

Sekil 2.7

Analitik uzayin bir P(a, b, ¢) noktasini
alalim. Baslangi¢ noktasi O, bitim noktas1 P 4
olan bir gp  yer (konum) vektdriinii
yazabiliriz.

Sekil 2.8’deki P=0P yer vektoriinde;

= 4
P noktasinin apsisi a, P vektoriiniin

>y

x birlegenidir. (1. birleseni) P

P noktasinin ordinati b, E vektoriiniin a
y birlegenidir. (2. birleseni)

g X
P noktasinin kodu ¢, P vektdriiniin

z birlesenidir (3. birlesenidir.) Sekil 2.8
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[l 2

Il 2

Analitik uzaymn bir P(a, b, ¢) noktasinin yer vektorii olarak, P = (ﬁ’ =(a, b, ¢

seklinde yazilir.
Uzayda; nokta vektor eslemesinde, P noktasmin koordinatlart (ﬁ’ vektoriiniin
bilegenleridir.

Uzayda herhangi A, B ve C noktalar ig¢in, AB +BC = AC bagintist vardir.

(Paralelkenar kuralr)

Diizlemde oldugu gibi uzayda da, A(aj, ap, a3) ve B(by, by, bs) gibi iki nokta

verildiginde, AB vektoriiniin bilesenlerini bulalim.

A ve B noktalarinin belirttigi yer
Ay,

vektorleri

(TAZ = (al’ a, a3) ve O‘]jj) = (bl, b2, b3) tir.

— — — B (b, .b,.b3)
(Sekil 6. 9) da OA + AB =0OB

vektoriiniin toplamu, AB =OB - OA yazilir. o) >y

Buna gore;
AB = (b1, by, b3) - (ay, a2, a3) oldugundan, C (b-a,.by-a,. by -2y

AB = (b;-a;, by-ay, bz - az) bulunur.

Sekil 2.9

A(aj,aza3) ve B(b, by bj) noktalar1 verildiginde AB vektorii, B bitim
noktasinin birlesenlerinden A baslangi¢ noktasinin bilesenleri ¢ikarilarak bulunur. Bu
da OC yer vektoriidiir. Bu vektorlerin dogrultulari, yonleri ve uzunluklar: ayni
oldugundan, AB = OC vektdrii olur (Sekil 2.9).

ORNEK 7
Analitik uzayda, A(3, -4, 2) ve B(2, 1, 0) noktalar1 veriliyor. Bu noktalarin

belirttigi AB  vektoriiniin bilesenlerini bulalim.
cOzUM 7
Baslangi¢ noktas1 O oldugundan,
OA=(3,-4,2) ve OB =(2,1,0) di.
AB=0B-0A=(2,1,0)- (3,-4,2)
AB =(2-3,1+4,0-2)
AB = (-1,5,-2) olur.
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ORNEK 8

Analitik  uzayda, baslangic noktast A(-3,-4,1) ve bitim noktasi
B(1,2,3)olan AR  vektorii veriliyor. AB  vektoriine es olan yer vektoriiniin

bilesenlerini bulalim.
CQOZUM 8: AB vektoriiniin yer vektorii OP ise OP = AB dir.
0(0,0,0), A(-3-4, 1) ve B(1,2,3) oldugundan, OA = (-3, -4,2) ve OB =(1,2,3) tir.
AB=OB-OA=(1,2,3)- (-3,-4,1) AB=(1+3,2+4,3-1) =(4,6,2) dir.
AB = OP oldugundan, OP = (4, 6,2) olur.

ITI. Uzayda bir vektoriin uzunlugu

Uzayda herhangi iki nokta A(aj, a, a3) ve B(by, by, b3) noktalar1 veriliyor.

oﬁ, OTB ve IIB> vektorlerinin uzunluklarint bulalim. (Sekil 2.10)

|(TA | =+a} +a3 +a} birimdir. Az
A, ay,a9
OB| =4/b? + b3 + b} birimdir. %
=
|AB|=W/(b1 -+ (by - apf + (b3-ay) % B (b, b, by)
birimdir. (¢ >y
@ Uzunlugu 1 birim olan vektére birim
vektor denir.
X

Uzunluklar1 ayni olan yer vektorlerinin

bitim noktalari, merkezil bir kiire tizerindedir.
Sekil 2.10

ORNEK 9: Uzayda, A(4, -6, 2) ve B(2, -3 -1) noktalart veriliyor. OA, OB ve

AB vektorlerinin uzunluklarinmn kag¢ birim oldugunu bulalim.
COZUM 9: OA =~ a} +aj +a3 ifadesinden, OA =/(4)+ (-6)> + (2)?
0A=V16+36+4 =156 =2V14 birimdir.

OB =Vb? +b +b3 ifadesinden, OB =v/(2f%(-32+(-1)> =V4+9+1 =14 birimdir.

AB =/(bj-a;+br-arf® (by-asf ifadesinden, AB =v/(2-4P+(-3+6P+-1-2)?
AB= V(2P +(3P+ (3% =14+9+9 =122 birimdir.
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IV. Uzayda iki vektoriin esitligi
Uzayda, A= (ay, ap, a3) ve B= (b1, by, bs) vektorleri veriliyor.
K = E olabilmesi i¢in, a;= by, ap= b, ve az= b3 olmaldir.
ORNEK 10
Uzayda OA = (2,a,b) ve OB = (c, 3, 1) vektorleri veriliyor.
OA = OB vektoriiise a+b+c degerinin ka¢ oldugunu bulalim.
CcOzZUM 10
Uzayda OA = OB ise (2,a,b) =(c, 3, 1) oldugundan, a=3, b=1 ve c=2'dir.
Ohalde,a+b+c=3+1+2=6 olur.

V. Uzaydaki vektorler kiimesinde toplama iglemi ve toplama isleminin 6zelikleri

Uzaydaki vektorler kiimesinde;

— —

OA=a= (aj, as, az) ve OB = E =(by ,by, b3) vektorleri veriliyor.

=(a;+ by, a+ bs, a3+ bs) vektoriine, a ile b vektorlerinin toplamui denir.

Toplama isleminin dzelikleri

R3 uzayindaki vektorlerin kiimesi V ile gosteriliyor. V kiimesi iizerinde taniml,
toplama igleminin agagidaki ozellikleri vardir.

a. V kiimesi, toplama islemine gore kapalidir.
Hera,b €Vicin, (a+b) EV vektoriidir.
b. V kiimesinde, toplama isleminin degisme 6zeligi vardir.

Hera, b EV icin a + b=b+a vektoriidiir.

¢. V kiimesinde, toplama isleminin birlesme 6zeligi vardir.

Herd, b, CEV icin (@ +b)+c =3+ (b+¢) vektoridir.

d. V kiimesinde toplama isleminin birim (etkisiz) elemani vardir.

Bueleman O = (0, 0, 0) olarak tanimlanan sifir vektoriidiir.

Hera €V icin a+ O =0+ a=a vektoriidiir.
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e. V kiimesinde, her elemanin toplama islemine gore tersi vardir.
Her a €V icin a+(-a)=-a+a=0 vektoridiir.

Uzayda vektorler kiimesi, yukaridaki 6zelikleri sagladigi icin, toplama islemine
gore bir degigsmeli gruptur.

ORNEK 11: Uzayda verilen a=(2, 1, -3) ve b=(0,3,-1) vektorleri icin a + b

toplamini bulalim
COZUM 11: Uzayda verilen vektorlerin toplama igleminin tanimina gore,
§+E=(2, 1,-3) +(0,3,-1) =(2+0,1+3,-3-1)=(2,4,-4) olur.
ORNEK 12: 31 =(1, -2, 6) vektériiniin toplama islemine gore tersini bulalim.

COzZUM 12

Uzayda verilen a = (1, -2, 6) vektoriiniin toplama islemine gore tersi
-a=(-1,2,-6) vektoridiir.

ORNEK 13:

Uzayda verilen a=(2+x,y-5,z-y) vektoriiniin toplama islemine gore tersi,
-a=(3,-4,2) vektorii ise x + y + z degerlerinin toplamini bulalim.

CcOzZUM 13:

a vektoriiniin tersi - a oldugundan, -a=(-2-x,-y+5,-z+y) =(3-4,2)
2-x=3isex=-5tr; -y+5=-4ise y=9 dur. -z+y=2 ise -z+9=2; z=7 dir.
X+y+z=-54+9+7 =11 olur.

VI. Uzaydaki vektorler kiimesinde ¢ikarma islemi

Uzaydaki vektorler kiimesinde,

ave b vektorleri veriliyor. Her a , beV icina - b =a+ (_E ) seklinde
yazabiliriz.

Bu isleme vektorler kiimesinde c¢ikarma iglemi denir.a =(ay, ap, a3) ve

b = (b1, by, b3) vektorleri icin, a -b =(aj-b;,ar-by, az-bs) olur.
ORNEK 14: Uzayda a=(2, -1, 3) ve E =(5, 3, - 4) vektorleri veriliyor.

a - b = vektoriinii bulalim.

COZUM 14: Uzayda verilen vektorler a = (2, -1, 3) ve b= (5,3,-4)

oldugundan, a-b =2 -5,-1-3,3 +4) =(-3, -4, 7) olur.
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VII. Bir vektoriin bir reel sayi ile carpimi

@ Vektorler kiimesi V olsun. Her a=(aj, a5, a3) € V ve her k €R i¢in
k. a = (kay, kay, kas) vektoriine a vektoriiniin k sayis1 ile ¢arpimi denir.

Bu isleme de bir vektor ile bir skalari carpma islemi denir.

k < 0 ise ka carpim1 a vektoriiniin yoniinii degistirir, dogrultusunu degistirmez
Bir vektor ile bir reel saymin ¢arpma isleminin, asagidaki ozelikleri vardir.
a. Her, a, E €V veherk €R icin k (5 + E) =ka +k€ vektoriidiir.

b. Her,a €V ve her k;, ky €R icin (ki+ kp) a = k; a + kpa vektoriidiir.

c. Her,a€V ve herk;, ko €R icin (ki. ky)a = kl(kz 5) vektoriidiir.

d. Hera €V igin l.a =a vektoriidiir.
ORNEK 15: Uzayda, a=(3,1,-2) vektoriiile k =2 sayis1 veriliyor.
k.a vekoriiniin bilesenlerini bulalim.

COZUM 15: Bir vektor ile bir sayinin ¢arpimi tanimindan,
k.a=2(3,1,-2)=(6,2, -4) vektorii olur.

ORNEK 16: Uzayda, a=(-1, -2, 3) ve E =(3, -4, 2) vektorleri veriliyor.
2a - 3b vektérlerinin bilesenlerini bulalim.

COZUM 16: Uzayda a=(-1, -2, 3) ve b=(3,-4,2) vektorleri icin,

2d=2(-1,-2,3)=(2,-4,6) ve 3b=3(3,-4,2)=(9,-12, 6) vektoridir.

2a-3b= (-2,-4,6)-(9,-12,6)=(-2-9, -4 +12,6 - 6) =(-11, 8, 0) vektorii olur.

VIII. Bir vektoriin standart taban vektorlerine gore ifadesi

Analitik uzayda, e, =(1, 0, 0) A,
@ 52 =(0,1,0) ve 33 =(0,0, 1) vektorlerine
standart taban (baz) vektorleri denir.
(Sekil 2.11) deki standart taban vektorleri,
sira ile Ox, Oy ve 0z eksenleri iizerindedir.

=
4 €001

”“» Standart taban vektorlerinin baslangi¢
noktalar1 orijindir. Yonleri, eksenlerin pozitif

>
€,(0,1,0)

yoniinde olup uzunluklar bir birimdir.

€,(1.00)

Uzayda verilen P =(a, b, ¢) vektoriinii
er, ey, ez vektorleri cinsinden yazalim.

Sekil 2.11
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(Sekil 2.12) de, z

. 4 P,(0,0,0)

OP = OP' +P'P,

— E -------------------- 1P(a,b,c) E
OP =(a, 0, 0) + (0,b,0) + (0, 0, c),

OP =a(1,0,0)+ b (0, 1,0)+c(0,0, 1), Pt iy
. : % . © ~ P0.b.0
OP = ae| + be, +ce3 seklinde yazilir. g \
Uzayda bir a vektorii, ej, e, €3 P@,0.0 Pa.b.0)

vektorlerinin lineer bileseni olarak

yazilabildigi gibi, analitik uzayda taban Sekil 2.12
olusturan ve birbirinden bagimsiz ii¢ vektoriin lineer bilegeni olarak da yazilabilir.
ORNEK 17: Uzayda verilen a =(3, 4, -1) vektoriinii standart taban vektorleri
cinsinden yazalim.
COZUM 17: Uzayda verilen a = (3, 4, -1) vektoriinii a = 3e] + 4e - e3
standart taban vektorleri cinsinden yazabiliriz.
ORNEK 18
Uzayda verilen a = 2e; - e, + Se3 vektoriinii bilesenleri cinsinden yazalim.
COZUM 18
Uzayda verilen a=2e; - e+ Sez vektoriinii bilesenleri cinsinden yazmak igin,
a=2(1,0,0)-1(0,1,0)+5(0,0,1) a=(2,0,0)+(0,-1,0)+(0,0,5)
seklinde yazabiliriz. Bu da, a=(2,-1,5) vektorii olur.
IX. Uzayda iki vektoriin paralelligi
@ a, E EV,a# 6 ve E # 6 olsun, a = kg olacak sekilde bir k reel sayis1 varsa,
ave b vektorlerine, paralel vektorler denir. a // b ile gosterilir.
Vektorlerdeki paralellik tanimini, vektorlerin bilesenleri cinsinden ifade edelim.
a=(ay, ay, a3) ve b =(by, by, bs) olsun. a =kb oldugundan
(a1, a3, a3) = k (by, by, b3) olur.

@ Buradan, k = 21 =22 =33 pylunur. Bu esitlige iki vektoriin paralellik
by by b3
sart1 denir.

| III» Iki vektoriin paralel olmasr icin karsilikli birlesenlerin oranlar1 esit olmalidir. Paralel
vektorlerin dogrultulart aynidir. Uzunluklar: farkli, yonleri ters olabilir.
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ORNEK 19

Uzayda verilen a= (-1,2--3) ve b= (-3, 6,-9) vektorlerinin paralel olup

olmadigini bulalim.

COZUM 19
Verilena ve b vektdrlerinin paralel olabilmesi i¢cin kargilikli bilesenleri
arasnda  21=32 =33 _ bagintis1 olmalidir.
1 by b3
% = g = % = 3 bagmtis1 oldugundan, a ve b vektorleri birbirine paraleldir.

X. I¢ carpim fonksiyonu ve Oklid i¢ ¢arpim iglemi
R3 te verilen iki vektorii bir reel sayrya karsihik getiren f: R3*xR? — R yani
f (5, E) =3. b fonksiyonu asagidaki aksiyomlar1 saghyorsa, f fonksiyonuna R te

bir reel i¢ carpim fonksiyonu (islemi) denir. f (5, g) degerine de a ile b vektdriinin
i¢ carpimi denir.

Ic carpim fonksiyonlarm ozelikleri,
a.Hera,b€eR? icin f(a, b)=f(b, a) dir. (Simetri 6zeligi)
b. HerZ,E,EE R> ve her m,n €R ig¢in,
f(ma + nb, ¢) = mf (&, &) + nf (b, &) dir  (iki lineerlik 6zeligi)
c.a=0ise f(a,a)=0vea=0 ise f(a,d)>0 dir. (pozitif tanimhlik Szeligi)
Her a, b ER? i¢in a=(ay, ay, a3), b= (bj, by, bs) olmak iizere
f (5 , E) —a.b =<a,b>= aj. by + as. by + a3.bz seklinde tanimli vektdr carpimina,
R? te bir reel Oklid i¢ carpim fonksiyonu veya i¢ carpim islemi denir.
a=(ay, ay, a3) ve b= (by, by, bs) vektorleri verildiginde,

f(E , b‘) =a.b =<a,b >= aj. b +ay by +azb; degerine, a ve b vektorlerinin

Oklid i¢ carpimu ad verilir.

ORNEK 20

Uzayda a=(1,-3,2) ve b= (-1, 2, 1) vektorleri veriliyor.
Bunlarin Oklid i¢ ¢arprmlarim1 hesaplayalim.

COZUM 20: Uzayda verilen a=(1, - 3, 2) ve b= (-1,2,1) vektorleri igin,

fl@,b)=a.b =<a,b>=1(-1)+(-3)2+2.1=-1-6+2=-5 olur.
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XI. Bir vektoriin normu (uzunlugu)

@ Norm iglemi, vektoriin uzunlugunu veren bir igslemdir.

|5|| reel sayisma, a vektoriiniin uzunlugu ya da normu denir.

||||» R> te herhangi bir a = (a|,a» a3) vektorii icin, a vektoriiniin normu

la] =+va?+a}+a3 =Va.a yada [a]’=a .a vektoriidiir.

ORNEK 21

Uzayda verilen a=(2, 4, -4) vektoriiniin normu (boyu)nun kag birim
oldugunu bulalim.

COZUM 21

Verilen vektoriin normunu bulmak i¢in ||§| =+/a} +a3 + a3 ifadesinden,

“5" = (2)2 + (4)2+ (—4)2 = {4+ 16 + 16 = Y36 = 6 birim olur.

@ XTII. Birim vektor

Uzunlugu bir birim olan vektore, birim vektor denir.

Uzayda verilen bir a  vektorii yoniinde ve dogrultusundaki birim vektor U ise

a=ku vektoriidiir (k€R+) dir. Her iki tarafin normunu alirsak;

’|5|| =|k|||ﬁ|| olur. ||ﬁ|| =1 oldugundan,

al=k .1 =k olur.

a=ku ise u =% vektoriidiir. k =[a] oldugundan,
U=2 vektorii olarak bulunur.

[a]
ORNEK 22

Uzayda a = (4, -2, 4) vektorii veriliyor. a vektorii yoniinde ve dogrultusundaki

birim vektori bulalim.

CcOzUM 22

vektorii yoniinde ve dogrultusundaki birim vektor u ise

u= “

a _ (4,-2,4) (4,-2,4) (4,-2,4) _(2 1 2

= = = =(«,-=,%]| olur.
G et e T e B3l




ANALITIK GEOMETRI 2

XII. Uzayda iki vektor arasindaki a1

a,b e R3,§ ve b vektorleri verilsin. a ve b vektorleri arasindaki ac1 0 ise

ab= |§|| . ||F)" cos 0 dir. Buradan cos 0 = ab dir.

Ja . o
a= (a1, ap, a3) ve B = (by, by, b3) oldugundan,

+ +
cos 0 = ajby + aghy + agbs

Va2 +a3+a3 Vbl +b} +b3

ifadesi yazilir.

I alb ise 8=90° ve cos =0 oldugundan, a.b =0 dir.

Karsit olarak,a #0 ve b #0 iken a .b =0ise a L b vektoridir.
ORNEK 23

Uzayda, a=(4, 2, -2) ve b= (1,2, 1) vektorleri veriliyor. Bu vektorler arasindaki
acinin ka¢ derece oldugunu bulalim.

CcOZUM 23

Verilen a = (4,2, -2) ve b= (1,2, 1) vektorleri arasindaki ag1 O ise

a.b

cos 0 = ifadesinden,
al . [o
el W@ @+ (D) 444
NP+ 2P + (2 VU P+ (1P V16+4+4 V1+4+1
cos 0 = 6 = =6

ORNEK 24: Uzayda, a=(1,1,2) ve b= (2, -4, 1) vektorleri veriliyor.

Bu vektorlerin dik olup olmadigin gosterelim.

COZUM 24: Uzayda verilen a=(1, 1,2) ve b= (2,-4, 1) vektoriinde,

b =(1,1,2).02,-4,1) =1.2+(1)(-4) +2.1 =2 -4+ 2 = 0 dur.

o)

]

b =0 oldugundan, a L b vektorii olur.
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5. UZAYDA DOGRULAR
I. Diizlemde dogrular

Diizlemde verilen iki noktadan, bir dogrunun gectigini, daha 6nceki boliimlerde
gordiik.

kER olmak iizere diizlemde verilen, A (X1, y1) ve B(x2,¥2) noktalarindan
gecen dogrunun;

y-¥Y1 _ X-Xq
Yi-y2 X1-X2

a. Kartezyen denklemi :

b. Vektorel denklemi: (X, y)=(x1, y1) + k(x2- X1, y2 - y1)
c. Parametrik denklemi: | x =x; +k (x>~ x1)
y =y; +k(y2-y1) biciminde yazilabilir.

II. Uzayda dogrular
@ Uzayda bir d dogrusu ile bir vV vektorii verildiginde, v vektorii d dogrusuna

paralel ise v vektoriine d dogrusunun dogrultman vektorii denir.

v dogrultman vektorii ile d dogrusunun dogrultular1 aymidir. Dogrultman vek-

toriiniin yonii, her iki yonden biri olabilir.

ITI. Bir noktadan gegen ve bir vektore paralel olan dogrunun denklemi

a. Dogrunun vektorel denklemi

Bir A (a, b, c¢) noktasindan gecen,

verilen bir v = (xy, y1, z1) vektdriine paralel A2
olan dogru, d dogrusu olsun. v vektorii ' =i ap T
d dogrusunun dogrultman vektoriidiir. PR P(xy.2)
(Sekil 2.13) Verilen bir A (a, b, c) noktasindan
gecen dogrultman vektorii vV = (X, y, z)

0 >y

olsun. ddogrusu iizerinde P(X, y, z) noktasini
alahm. v vektorii AP vektoriine paraleldir.
MER  olmak iizere, AP = \v denklemine

d dogrusunun vektorel denklemi denir.

Sekil 2.13
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b. Dogrunun parametrik denklemi

Sekil 2. 13’ te paralelkenar kuralina gore,
OP = OA + AP
OP = OA +A v vektoriidiir.
Bu vektorii bilesenleri cinsinden yazarsak,
(x,y,z)=(a,b,c)+A(x1,y1, 21)
(x,y,z)=(a+Ax;,b+Ay,c+Az) elde edilir. Vektorlerin esitliginden,

X=a+MAX
y=b+Ay seklinde yazilabilir.
Zz=c+ Az f

Bu denklem sistemine d dogrusunun parametrik denklemi denir.

¢. Dogrunun kartezyen denklemi

d dogrusunun parametrik denklemini olusturan denklemlerin her birinden A\

x-a_Y¥Y-b _z-¢c_
X1 Y1 A

A bulunur.

cekilirse,
Bu denkleme de d dogrusunun kartezyen denklemi veya nokta koordinatlarma
gore denklemi denir.

Burada x4, y{, z sayilar1 dogrultman vektoriiniin bilesenleri, a, b, ¢ sayilar1 da

dogrunun gectigi noktalardan biri olan A noktasinin bilesenleridir.

||||» Uzayda A(a, b, c) noktasindan gegen ve verilen bir v = (x |,y ,z)
vektoriine paralel olan dogrunun kartezyen denklemi x);la = y}:lb = Zz'lc dir.
ORNEK 25
Uzayda, A (2, 1, 3) noktasindana gecen ve V = (1, 3, 4) vektoriine paralel olan
dogrunun;

a. Kartezyen denklemini,
b. Parametrik denklemini,

c. Vektorel denklemini yazalim.

COZUM 25: a: Dogrunun kartezyen denklemi, Xx_la = y};lb = ZZ-IC

olur.

ifadesinden, X i 2_y-1_ Zé_13




ANALITIK GEOMETRI 2

b. Dogrunun parametrik denklemi:

Xx=a+AXxp ise X=2+A veya X = A+2
y=b+ Ay; ise y=1+3A veya y=3r+1
z=c+Ahz;y ise z=3 +4A veya z= 4A+3 olur

c. Dogrunun vektorel denklemi:

Dogru iizerinde herhangi bir nokta P(x, y, z) ise AP//v  vektoriidiir.

AER icin dogrunun vektorel denklemi , AP =LAV oldugundan,

(x-2,y-1,z-3) =A(1,3,4)olur.

ORNEK 26: Uzayda parametrik denklemi, x =2+ A, y=3+2 A,
z=4 +3A olan dogrunun;

a. Dogrultman vektoriinii,
b. Gegtigi noktalardan birinin koordinatlarini,
c. Kartezyen denklemini yazalim.

COzZUM 26

a. Verilen dogrunun dogrultan vektorii, v =(1,2,3) vektoriidiir.
b. Dogrunun gectigi noktalardan biri, A(2, 3, 4) noktasidir.

¢. Dogrunun kartezyen denklemi :

Xx=2+A ise A=x-2 dir. y=3+2\ ise 7\=yé3 dir.

z=4+ 3\ ise )\=Zé4 dir. Buradan, X12=yé3 =Zé4=7x olur.

ORNEK 27: Uzayda denklemi X é 2_Y ; 0_z (')4 =) olan dogrunun ;
a. Dogrultman vektoriinii,

b. Gectigi noktalardan herhangi iki noktanin koordinatlarin1 bulalim.

COzZUM 27

a :Uzayda verilen dogrunun denklemi %= 2-Y ; 0_z (‘)4 =M ise dogrunun

dogrultman vektorii, v=(3,5,0)  vektoriidiir.
b. Dogru denkleminden, x , y ve z degerlerini bulmak istersek,
X-2=3A 1ise x=2+3\
y-0=5n ise y=5A
z-4=0 1ise z=4 olur.
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Dogru iizerindeki noktalar (x ,y, z) =(2 + 3A, 5A, 4) tiir.
Bu noktalardan herhangi ikisini bulmak ig¢in,

A=1 ise A(2+3,5,4) yani A(5,5,4) ve

A=2 ise B(2+6,10,4) yani B (8,10,4) noktalari olur.

IV. Uzayda iki noktas1 verilen dogrunun denklemi

Uzayda A (x1, y1, z1) ve B(xa, y2, 72)
gibi iki nokta veriliyor. A ve B noktalarindan

gecen d dogrusu iizerinde herhangi bir nokta

P(x,y, z) olsun.AB vektéri, d dogrusunun (cy.2)

bir dogrultman vektoriidiir. (Sekil 2. 14) te,

AB =(x2-X1, y2- Y1, Z2-21) Ve

AT ] A(x,y,,z
AP:(X'Xl’y'YI’ Z'Zl‘) dir. Gy 2p)

AB /l AP oldugundan ve AER i¢in

AP = \AB dogrunun vektorel denklemidir.

Bu bagintiy1 bilegenleri cinsinden yazarsak, Sekil 2.14

(X-X1, Y-y, 2-21)=A(X2- X1, Y2- Y1, Z2 - 21) dir. Buradan,
X -X;=A(X2-X1) ise x=xj+A(X2-Xxq)
y-y1=Ah(y2- y1) ise y=yi1+A(y2- 1)
z-21=N(22-21) ise z=2z1+A(z2-21) olur.

Bu denklem sistemi, A ve B noktalarindan gecen dogrunun parametrik denklemidir.

Dogrunun parametrik denkleminden A degerini bulalim.

— X-X1 A= Y1 N=2L"7
Xp-Xy y2-y1 ’ Zy- 71

X-X1 o Y2VL _Z-21 _) pylur. Bu da dogrunun kartezyen denklemidir.
X2-X1 Y2-Y1  Z2-Z7)

oldugundan

”“» Uzayda A(x;,y1,z1) ve B(Xx2,y2 2z, noktalarindan gecen

X-X1_Y-Y1_2 -7, dir
X2-X1 Y2-Y1 Z3-Z;

dogrunun kartezyen denklemi,
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ORNEK 28: Uzayda A(1,2,3) ve B(4,4,4) noktalarindan gecen dogrunun:
a. Kartezyen denklemini,

b. Parametrik denklemini yazalim.

COZUM 28: a Uzayda, A (X1, ¥1, 1) ve B (xp,y2, ) noktalarindan gecen

AB dogrusunun kartezyen denklemi, ~ AL =YYl _ Z2-Z1L g;
X2-X1  Y2-Y1 Z2-7
Buna gore uzayda, All, 2, 3) ve B(4, 4, 4) noktalarindan gecen AB
dogrusunun kartezyen denklemi:
x-1_Y-2_2-3 . x-1_Y"2_2-3
4-1 4-2 4-3 3 2 1

b. Uzayda, AB dogrusunun parametrik denklemini yazalim. AB dogrusunun
kartezyen denkleminde esitlige A dersek, (LER)

y-2

Xél =\ isex=1+3A, =Ahise y=2+2A, z-3= A ise z=3 + A olur.

V. Uzayda verilen iki dogrunun birbirine paralel olma durumu

Uzayda verilen d; ve d, dogrularin denklemleri,

X-a;_X-by _z-¢

X1 Y1 Z1

ve

X-a _X-by _7Z-¢

X2 Y2

olsun.

d; dogrusunun d, dogrusuna paralel 7
V. =(x,.y,,z
olmast i¢in dogrularin dogrultman vektdrlerinin =2

birbirine paralel olmasi gerekir (Sekil 2.15) \72=(x2.y2, z,)
di//dy ise vi//va dir. Boylece vi= Ava d

vektorii olur. (K € R) Bu durumda d;//d,

ise XL = YU _Z1_ A dir. Bu denkleme
X2 y2 Z)

dogrularin paralellik sart1 denir. Sekil 2.15

d; dogrusunun d, dogrusuna paralel olmas: i¢cin dogrultman vektorlerinin
paralel olmas1 gerekir. Dogrultman vektorleri,
Vi=(X1,y1.Z1) Ve Vo=(X2Yy22z,) ise paralellik sartindan,

: v ve di X1_Yi_z;
di//d> ise vi//v, dir. Buradan ===z olur.
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ORNEK 29: Uzayda, X-3=Y*2_2-3 o x+1_Y-2_2-0
1 2 5 3 6 15

dogrular: veriliyor. Bu dogrularin birbirine paralel olup olmadiguni arastiralim.

COZUM 29: Verilen X "l' LY ; 2_ 25' 3 dogrusunun dogrultman vektori,
vi =(1,2,5) vektoriidiir. X+1=Y" 2_2-0 dogrusunun dogrultman vektorii,

3 6 15
v; =(3, 6, 15) vektoriidiir. Bu dogrularin birbirine paralel olmasi icin,

%= -~ olmalidir. Bu sart saglandigindan verilen dogrular birbirine paraleldir.

VI. Uzayda verilen iki dogrunun birbirine dik olma durumu

Uzayda verilen d; ve dy dogrularinin birbirine dik olmasi i¢in dogrularin ve
dogrultman vektorlerinin birbirine dik olmasi1 gerekir.

d; L dyise vi Lv, vektoriidiir. (Sekil 2.16) da
V1= (X1, y1, 21) Ve Va2 = (Xo, Y2, Zo) olsun.

di Ldyise viLvs ve vi.vo =0dir.

Oyleyse, Xi.X2+Yy1.Yy2+ 21 .z =0 olmalidr. Vi=ty )

Bu sarta dogrularin diklik sart1 denir.

V(9 )

||||» d; dogrusunun d, dogrusuna dik olmasi
icin dogrultman vektorlerin birbirine dik

olmalidir. Dogrularm dogrultman vektorleri

Sekil 2.16

Vi=(X1,y1.Z1) ve V2=(X2,y2, z,) olsun. Buna gore, diklik sartindan,
diL d, ise viLv, ve vi.v,=0 oldugundan,

X.X20+yY1.Y2+2Z1.Z2, =0 olur.

ORNEK 30: Uzayda, X+ =Y+72 =223 ye X2 :Yél ~2-0
dogrulan veriliyor. Bu dogrularin birbirine dik olup olmadiklarii aragtiralim.

COZUM 30: Uzayda denklemleri verilen dogrularin birbirine dik olmast icin

bunlarin dogrultman vektorleri olan vi=(4,-7,-2) ve v2=(3,2,-1) vektorleri

birbirine dik olmalidir.
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v, =0 olmalidir.

d; Ld, ise v; Lv, dir. Boylece, v; .

—

Vi V5 =4(3) H-7)(2) +(-2)(-1)= 12 - 14+ 2 = 0 oldugundan ve

diklik sartim1 sagladigindan verilen dogrular birbirine dik olur.

VII. Uzayda verilen iki dogru arasindaki ag¢inin kosiniisii
Uzayda verilen iki dogru arasindaki aginin 6lciisii, bu dogrularin dogrultman

vektorleri arasindaki acinin dl¢iisiine esittir.
Uzayda denklemleri, X_31-Y" bi_z-cr o
X1 Y1 7]

X -a -b -
2=Y"22.2°% 44
X2 y2 Z)

—

d; ve dj dogrularin dogrultman vektorleri,

vi= (X1, y1, 21) ve Vo= (X2, y2, 7p) vektorleridir.
Vi . V2
———= olur.
Vil v4

vi ve v, vektorleri arasindaki acinimn 6lciisii © olduguna gore, cos 0 =

d; ve dy dogrular1 arasindaki acgi, bu dogrularin v; ve v,

Il 2
dogrultman vektorleri arasindaki agiya esittir. Buna gore,

cos O = § fz
vil Ivd

_Y+2 _z+4

Y3 2 e x
3 2 6

ORNEK 31 : Uzayda denklemleri, X "1‘ 2= 5 %

olan d; ve d, dogrular1 arasindaki a¢imin kosiniisiinii bulalim.

GOZUM 31: d, ve d, dogrular arasindaki ac1, bu dogrularin v; ve v,

dogrultman vektorleri arasindaki acidir.
(1,2,2) vektdriidiir.

vi

d; dogrusunun dogrultman vektorii,
v2=(3,2,6) vektoriidiir.

d, dogrusunun dogrultman vektori,
cos 0 = 11 : Vi ifadesinden,
il . V4

verilen dogrular arasindaki a1 0 ise
19 _19

1.3+2.242.6 — 3+4+12 — —
V1422422 V324+22+62 V1+4+4 V9+4+36 19.V49 3.7

cos 0 =

cos 0 = 19 olur.
21
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ORNEK 32: Parametrik denklemi X =3+A,y=2+A, z=14n\ olan d
dogrusu ile parametrik denklemi, x =3+k, y=4+k, z=35 oland, dogrusu veriliyor.

€69

Bu dogrular arasindaki acinin 6l¢iisii 60° olduguna gore “n” nin pozitif degerini bulalim.

COZUM 32: d; dogrusunun dogrultman vektorii vi=(1, 1,n) vektoriidiir. d,
dogrusunun dogrultman vektorii v2=(1,1,0) vektoriidiir.
Vi.V)
Vil v4

1. 1L1+L.1+n.0 1 1+1
2 Vi V12412402 2 Vi+1+n2V1+1

1fadesinden,

cos 60° = % dir. cos0=

1o 2 . 4=V4+42n2 ;16=4+2n2
2 {2+n2.42

2n%=12 ; n2=6 ise n==+/6 dir. nnin pozitif degeri ise n=16 olur.

VIII. Uzayda verilen bir noktanin bir dogruya olan uzakligi

x—a:}"b Z-¢C

Uzayda, denklemi

Y1 7] i Az
olan d dogrusu ve bu dogru diginda verilen P(xy.2)
nokta P(x, y, z) olsun. (Sekil 2.17) de,

P noktasinin d dogrusuna uzakligi

| PH|={ olsun. d dogru iizerinde alinan

Ala, b, c) noktas1 olmak iizere

AP vektorii ile v = (X1, ¥y1, 21)

vektorleri arasindaki a¢inin Slgiisii

0 olsun. AHP dik ii¢cgeninde, X
| PH| =t = “ﬁ‘ . sin 0 dir.

Sekil 2.17

sinB=11-cos20 ve cosBO= V. ‘Ai oldugundan,
. |ap]

. v oAb [ VN AR (o aPF
sin 0 = 1-| VAP | _— dir.
v ( M. ||AP||) . |aH]

Bulunan bu deger yerine yazilir gerekli kisaltmalar yapilirsa.

|PH == V I |ﬁ|2 _ (; : E)Z olur.
W
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ORNEK 33: Uzayda verilen A(1, 2, 3) noktasinin, denklemi, x-2 Y- 1 _z-3

1 4 -1
olan dogruya olan uzakligin1 bulalim.

COZUM 33: Verilen dogru iizerinde bir P noktasi alalim. P noktasinin
koordinatlar1 P (2, 1, 3) olsun. IG’ vektoriinii  ve "AP " degerini bulalim

AP=(2-1,1-2,3-3)=(1,-1,0) vektoridir.
AP | = V12 + (-1 + 0> = V1 +1 = V2 birimdir.

Verilen dogrunun dogrultman vektorii v = (1, 4, -1) vektoriidiir.

N = VP +@P+ (17 =V1+16+1 =118 =3V2 birimdir.

V.AP=(1)(-1)+ (@) (-1) + (-1)(0)=-1 -4 =5 tir.

B degerter - | INE[aR- (. AP

ifadesinde yerine
M

V2P (2P~ (5P _{18.2-25 _ (3625
yazilirsa L= 2 W2 32

L = ﬁ = . / birim olur.

ORNEK 34: Uzayda, A (3,-1,2) noktasinin, x =2+ XA, y=-1-2A

z =1+ 2 A parametrik denklemi ile verilen dogruya olan uzakligini bulalim
COZUM 34: Verilen dogru iizerindeki P noktasmnin koordinatlar1 A(2, -1, 1) dir
AP=(2-3, -1+1,1-2)=(-1,0, -1) vektoridiir.

JAP| = V(1P + (0P + (-1P = V1 +0+1 =12 birimdir.

Dogrunun dogrultman vektorii, V= (1, -2, 2) vektoriidiir.

V= V(P +(2P+ 2P =V1+4+4 =V9 =3 birimdir.

V.AP=1(-1)+(-20+2(-1)=-1+0-2=-3 tiir.

y VIVEIarP - (V. ARP_VR(2P- (37
M 3
(=Y9.2-9 _ 1189 _19 _3

3 3 3 3

=1 birim olur.




ANALITIK GEOMETRI 2

6. UZAYDA DUZLEMLER
I. Uzayda diizlemler

Geometride, diizlem tanmimsiz bir terimdir. Her dogrultuda sinirsiz uzanan bir
yiizey olarak diisiinebiliriz. Durgun suyun yiizeyi, masanin yiizii diizleme birer ornektir.
Geometride diizlemi birer paralelkenar olarak ¢izecegiz. Kosesinde E, P ve 0 gibi
harfler vererek diizlemi adlandiracagiz. Daha onceki geometri derslerinde gordiigiimiiz

gibi diizlemi bazi aksiyomlar ile belirtebiliriz. Bunlar;
a. Dogrusal olmayan ii¢ nokta, bir diizlem belirtir.
b. Bir dogru ile disindaki bir nokta, bir diizlem belirtir.
c. Paralel iki dogru, bir diizlem belirtir.

d. Kesisen iki dogru, bir diizlem belirtir.

Bir dogru diizleme dik ise diizlemde bulunan biitiin dogrulara da dik olur.

Diizlemin biitiin dogrularina dik olan dogruya, diizlemin normal dogrusu denir.

Bir dogru iizerinde birbirine zit olan iki birim vektdr vardir. Bu birim vektorlere,

diizlemin birim normal vekorleri denir.

@ Q

II. Uzayda verilen bir noktadan gecen ve verilen bir vektére dik olan
diizlemin denklemi

Uzayda verilen bir noktanin koordinatlar
A(xq,y1,z1) ve verilen bir  vektor
N =(a, b, ¢) vektorii olsun. A noktasindan

gecen, ltl vektoriine dik olan, E diizleminin Tﬁ:(abc)
herhangi bir noktasmin koorinatlart P(x, y, z)
olsun.
P(x.y2)
NLE  oldugundan, N  vektorii Ay

diizlem icindeki biitiin dogrulara diktir. E
(Sekil 2.18) Boylece, N L AP olur.

ITIJ_IH) iseﬁ.ﬁ =0 dir.

AP =(X-X;, Y-y, Z-21) Ve Sekil 2.18

KT =(a, b, c) vektorii oldugundan
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N. ﬁ’=a(x—x1)+b(y—y1)+c(z-zl‘)=0 olmalidir.
ax - ax;+ by -by;+cz-cz;=0
ax + by + cz - (ax; +by; + cz)=0 dur.

- (axq +by; + cz;) =d dersek, ax + by +cz+d =0 olur.

@ Bu denklem, istenilen diizlemin denklemidir. Bu denkleme diizlemin kartezyen
denklemi denir. Denklemdeki a,b,c sayilar1 diizleme dik olan KI vektoriiniin
bilesenleridir.

||||» Uzayda biitiin diizlemlerin denklemleri, X, y ve z ye gore birinci dereceden

birer denklemdir. Bu denklem, ax + by +cz + d = 0 seklindedir.

ax + by + cz +d = 0 denkleminde hangi degiskenin kat sayis1 sifir ise verilen
denklemin belirttigi diizlem, sifir degiskenle ifade edilen eksene paraleldir.

ORNEK 35

Uzayda A(1, 2, 3) noktasindan gecen ve N = (3,-1,4) vektoriine dik olan
diizlemin denklemini yazalim.

COZUM 35

Uzayda, A noktasinin koordinatlar1 A(1, 2, 3) ve diizlemin nomal vektorii
N =(3, -1, 4) vektoriidiir. Diizlem lizerinde herhangi bir P noktas1 alalim.

P noktasinin koorinatlar1 P(x, y, z) olsun.
E vektorii, E diizlemi i¢indedir.

N LE ise NLAP ve N .AP=0 dir.
AP = (x-1,y-2,z-3)oldugundan,

N AP=3(x-1)+(-1)(y 2)+4(z-3) =0 dur.
3x-3-y+2+4z- 12 =0 oldugundan diizlemin denklemi
3x-y+4z-13 =0 olur.

ORNEK 36

Uzayda, denklemi 3x - 2y + z + 4 = 0 olan diizlemin normal vektoriinii yazalim.

COZUM 36
Uzayda, denklemi verilen dﬁzlemill X, y ve z nin katsayilar sirasiyla 3, -2, 1
oldugundan, diizlemin normal vektorii, N = (3, -2, 1) olur.
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ORNEK 37 : Uzayda, normal vektorii KI =(1, 3, -5) olan diizlemin denklemini
yazalim.

COZUM 37: Normal vektoriin bilesenleri, diizlem denkleminde x, y ve z nin
katsayilar1 olduklarindan, k bir parametre olmak iizere diizlemin genel denklemi
x + 3y - 5z + k = 0 seklindedir.

Burada k nin degeri, diizlemin gectigi nokta ile belli olur.

ORNEK 38: Uzayda, A(2, -3, -1) noktas1 2x - 3y + 5z +k = 0 olan diizlem
tizerinde ise “k”’nin degerini bulalim.

COZUM 38: A noktasi diizlem iizerinde oldugundan, A noktasmin koordinatlari
diizlem denklemini saglar.

22-3C3)+5(¢-1)+k=0 449-5+k=0 k=-8 olur
ORNEK 39: x - 1 = 0 denklemi veriliyor. Bu denklemin dogru iizerinde, analitik

diizlemde ve analitik uzayda neyi belirttigini agiklayalim.

cOzUM 39

x - 1 = 0 denklemi; dogru iizerinde bir nokta, analitik diizlemde bir dogru, analitik
uzayda bir diizlem belirtir.

ORNEK 40

Uzayda, 3x -4z - 6 =0 denklemi ile verilen diizlemin, analitik diizlemde, hangi

eksene paralel oldugunu belirtelim.

COZUM 40: Uzayda 3x -4z - 6 = 0 denklemi ile verilen diizlem, analitik uzayda
y eksenine paraleldir. Ciinkii y nin kat sayis1 sifirdir.

III. Uzayda, bir dogru ile bir diizlem arasindaki ac1

Uzayda, denklemi
X-X1_Y-Y1 _z2-24
P q r
ile denklemi ax + by +cz+d=0 olan

E diizlemi veriliyor (Sekil 2.19) da

d dogrusunun, E diizlemi i¢indeki

olan d dogrusu

dik izdiislimii olan d” dogrusu ile

yaptig1 0 acisina, d dogrusu ile E diizlemi

arasindaki aci denir. d dogrusunun dogrultma /

vektorii, V = (p, g, r) ve E diizleminin

normali, N = (a, b, c¢) vektorleridir.

Sekil 2.19
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d dogrusu ile E diizlemi arasindaki ac¢inin 6l¢iisii 0 ise d dogrusunun diizlemin
normali ile yaptig1 aginin dl¢iisii, B =(90° - 0) olur.

cos B = cos (90° - 0) = f . li dir.
V| .IN]

cos B = cos (90° - 0) = sin 0 =

pa+qgb+r.c

Vp2+q2 +12 . Va2 +b% + c2

olarak bulunur.

”“» Denklemi ~* -pX1 =Y ;IYI =Z 'er olan dogru ile denklemi

ax + by + cz + d =0 olan diizlem arasindaki a¢inin 6l¢iisii
p.a+qb+rc

dir.
“/pz +q2+12 Ja2 +b2+c2

sin 6 =

ORNEK 41: Uzayda, denklemi X -12 =Y ; l_z ’; 2 olan dogru ile

denklemi x +y-z-1 =0 olan diizlem arasindaki a¢inin siniisiinii bulalim.

COZUM 41: Uzayda verilen dogrunun dogrultman vektorii V=(-1,0,1)
vektériidiir. Diizlemin normal vektori N = (1, 1,-1) vektoriidiir.
V.N
VI IN]
(-1).1+0.1+1¢1) _-1+40-1 _-2 _-V6
NVEIP + (0P + (172 . VAP H1P +H-17 2403 V6 3

ORNEK 42: Uzayda, denklemi X; Lo y(—)3 =Z '12 olan dogru ile

denklemi 4x - 5y + 3z - 6 =0 olan diizlem arasindaki acinin 6l¢iisiiniin ka¢ derece

sin 6 = ifadesinden,

sin 6 = olur.

oldugunu bulalim.

COZUM 42
Dogrunun dogrultman vektorii, V= (7,0, -1) vektoriidiir. Diizlemin normali,

KI =(4, -5, 3) vektoriidiir. Dogru ile diizlem arasindaki aginin dl¢iisii 0 ise,

. V N 7.4+0.(-5)+(-1).3
sinf=—_"———=
VLN V@R« R + 17 V@R + (57 + P
- 28+0-3 _ 25 _25 1 4 a1
sin 6 = = =42 =21 dir. sinf==-
V49 +1 .V16+25+9 V50.V50 50 2 2

ise 06=30° olur.
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IV. Uzayda dogru ile diizlemin paralel olma sarti

Uzayda, denklemi X~ %1 = y-Yi_z-21
p q T

olan d dogrusu ile denklemi ax + by +cz+d=0
olan E diizlemi veriliyor. A

-
d V=(p.q.

-
N=(a,b,c)

d dogrusunun dogrultman vektorii,

—

V =(p, q, r) vektorii ile E diizleminin normali

olan N = (a, b, ¢) vektorleri birbirine dik
ya da dik durumlu ise d dogrusu E diizlemine E
paraleldir denir. (Sekil 2.20)

—— - - =

N LV oldugundan, d//E dir.

Oyleyse, d //E ise N LV dir. Sekil 2.20
N .V =0 olur. Boylece, N.V=a. p+b.q+c.r=0 bulunur.
”“* Verilen dogrunun dogrultman vektori, Y =(p, q.r) vektorii ve E diizle-

minin normali N =(a, b, c) vektori ise N .V = ap+ bq+c.r dir.

Verilen dogru, verilen diizleme paralel ise a.p +b.q + cr=0 olur. Bu garta
dogrunun diizleme paralel olma sart1 denir.

Denklemi * i)xl =Y ;]yl =z 'rZ1 olan dogru ile denklemi ax + by +cz+d=0 olan

diizlemin denklemleri arasindaki bagint1 ax; +by; +cz; +d =0 ve a.p +b.q +c. r =0 ise

verilen dogru diizleme ¢akisiktir. Bu durumda dogru, verilen diizlemin i¢indedir.

ORNEK 43: Uzayda, denklemi %= y;_Z =Z olan d dogrusu ile

denklemi x -y + z + 3 = 0 olan E diizlemi veriliyor. d dogrusunun E diizlemine paralel

[ ]

olmasi i¢in “r” nin degerinin ka¢ oldugunu bulalim.
COZUM 43

d dogrusunun dogrultman vektorii, V= (3,5,1) vektorii, E diizleminin normal

vektorii ﬁ =(1,-1,1)  vektoriidiir.

d // E ise V IN Oyleyse, V.N =0du.

V .N=3.1+5.(-1)+rl =0
3-5+r=0 ; 24r=0 ; r=2 olur
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V. Uzayda dogru ile diizlemin dik olma gart:

Uzayda, denklemi X~ *1 = y-yi_z 'rzl _

) 4 N=(a,b.c) d
olan d dogrusu ile denklemi ,
ax + by + cz + d = 0 olan E diizlemi veriliyor. ) V=(p.q)
Dogrunun dogrultman vektortii, V= (p,q,1)
vektorii ve diizlemin normal vektori,
N = (a, b, c) vektoriidiir. !

E
(Sekil 2.21) de, dL E ise V//N dir.
V= k. G (kER) vektorii olur. \
Oyleyse,d LE ise &=b= %= k dir.
P q Sekil 2.21

Verilen dogrunun dogrultman vektorii V = (p. q . 1) vektori ve
E diizleminin normal vektorii N =(a, b, ¢) vektorii ise verilen dogrunun

E diizlemine dik olabilmesi igin, %= %= % =k (k€R) dir.Bu sarta dogrunun
diizleme dik olma gart1 denir.

y+3 _z olan dogrunun

-2 6

X -y + 3z -4 =0 denklemiyle verilen diizleme dik olup olmadigin1 arastiralim.

ORNEK 44 : Uzayda, denklemi % =

—

GCOZUM 44: Dogrunun dogrultman vektorii, V =(2,-2,6) vektoridiir.

Diizlemin normal vektorii, N = (1, -1, 3) vektoriidiir.

V ve N vektorlerinin bilesenleri oranlanirsa; 2= % = g =2 dir.

Vektorlerin bilesenleri orantili oldugundan v // N dir. O halde, verilen dogru diizleme diktir.
VI. Uzayda dogru ile diizlemin ortak (kesim) noktasmimn koordinatlarmi bulmak

X-%1_Y _qYI =2 'rzl dogrusu, denklemi

ax + by + ¢z + d = 0 olan diizlemi kesiyorsa, dogru ile diizlemin bir ortak noktasi vardir.

Bu nokta dogrunun diizlemi kestigi noktadir. Bu ortak noktanin koordinatlarini bulalim.

X-X1 _Y-Y1_2-17
q

Uzayda, denklemi verilen

Verilen

=k (kER) dogrusunun parametrik denklemlerini yazalim.

x=Xx1+pk, y=yir+qgk ,z=z;+rk olur.

Ara kesit (ortak) noktast E diizleminin denklemini de saglar.
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Bu degerler E diizleminin denkleminde yerlerine yazilirsa,
a(x;+pk)+bly;+qgk) +c(z;+rk) +d=0

ax;+apk +by; +bgk +cz; + ctk+d=0

k(ap + bq + cr) = - (ax; + by; + cz; +d )

Ko (ax; + by; + cz; + d) degeri bulunur.
ap+bq+ecr

k nin bu degeri dogrunun parametrik denkleminde yerine yazilarak, dogru ile diizlemin
kesim noktasiin koordinatlar (bilegenleri) bulunmus olur.

Uzayda, verilen bir dogru ile bir diizlemin ii¢ durumu vardir. Bunlar;

a. Uzayda verilen dogru, verilen diizleme paralel ise bunlarin kesim (arakesit)
noktalar1 yoktur.

b. Uzayda verilen dogru, verilen diizlemin ic¢inde ise diizlemin bir dogrusu
oldugundan dogrunun her noktasi diizleminde bir noktasidir.

c. Uzayda verilen dogru, bu diizlemin i¢inde degil ve bu diizleme paralel degilse
dogru diizlemi bir tek noktada keser. Bu nokta ortak (arakesit) noktasidir.

ORNEK 45: Uzayda, verilen A(1, 2, 4) noktasindan gegen, 2x + 3y +4z+5=0
denklemini ile verilen diizleme dik olan, dogrunun denklemini yazalim.

COZUM 45: A noktasindan gecen d

dogrusu, E diizlemine dik oldugundan, d d

dogrusu diizlemin normal vektoriine paraleldir. Py |  NeGas
Yanid// N vektoriidiir. d dogrusu iizerinde

herhangi bir nokta P(x,y,z) olsun. .A(le
A noktasinin koordinatlari A(1, 2, 4) oldugundan, ~

IH’ =(x-1,y-2, z-4) vektoriidiir.
(Sekil 2.22) de, N = (2, 3, 4) ve AP //N |
vektorii oldugundan AP ve N vektorlerinin E '

bilesenleri oranlanrsa, X-1_Y 2 _z-4 Y

2 3 4
olur. Bu denklem A (1,2,4) noktasindan gecen

E diizlemine dik olan d dogrusunun denklemidir. Sekil 2.22

ORNEK 46: Uzayda, A(3, -1, 4) noktasindan gegen ve Xé3 =Y -'i 1_z +34

denklemi ile verilen d dogrusuna dik olan, diizlemin denklemini yazalim.

COZUM 46: Uzayda, verilen X é 3.5 +1 l_z +34 dogrusunun dogrultman

vektori, V= (2, -1, -3) vektoriidiir. A(3, -1, 4) noktasindan gegen, E diizlemin
herhangi bir noktas: P(x, y, z) olsun.
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AP vektoriinii tasiyan dogru E diizlemi icindedir. (Sekil 2.23) d L E ise VLE
oldugundan, V= (2, -1, -3) dogrunun dogrultman vektérii E diizleminin

/ﬁ’ vektoriine dik durumludur. Boylece, \7 1 IH’ vektori olur.

AP = (x-3,y+1,z-4) vektoriidiir. V.AP=0 oldugundan,
V.AP=2(x-3)+(1)(y + 1) +(-3)(z - 4) = 0 olmalidr.
2x-6-y-1-32+12=0

2x -y - 3z + 5 = 0 denklemi istenilen diizlemin denklemidir.

ORNEK 47 :Uzayda, denklemi X - 2 _ y+1_2
-3 4 -2
Xx-2y+2z2+4+9=0 olan, E diizlemi veriliyor. d dogrusu ile E diizlemin ortak noktasi

olan d dogrusu ile denklemi

olan A noktasinin koordinatlarini bulalim (Sekil 2.24)

A

-
V=(2.-1,-3)

d d

Sekil 2.23 Sekil 2.24
COZUOM 47: Uzayda verilen d dogrusunun parametrik denklemini yazalim.

x=2 K ise x=2-3k Y*H!
3 4

=k ise y=-1+4k Z—2=k ise z=-21

A(2 - 3k, - 1 +4Kk,-2k) noktasidir. Bu nokta E diizleminin bir noktas1 oldugundan,
verilen diizlemin denklemini saglar. 2 - 3k - 2 (-1 +4k) +(-2k) +9=0
-13k+13=0 k=1 dir.
k=1i¢in x=2-3k=2-3.1=2-3=-1dir.

y=-1+4k=-1+4.1=-1+4 =3 tiir.
z=-2k=-2.1=-2dir

O halde, A noktasinin koordinatlar1 A(-1, 3, -2) noktasi olur.
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ORNEK 48: Uzayda, vektorel denklemi, (X, y, z) = (4, 2, 2) +k(0, 2, -2) olan
d dogrusunun, denklemi x + 2y -2z - 12 =0 olan E diizlemini kestigi noktanin
koordinatlarini bulalim.

COZUM 48: d dogrusunun E diizlemini kestigi nokta A(x, y, z) olsun. Dogru
denkleminden, x =4, y =2+ 2k, z =2 -2k olur. Bunlar diizlem denkleminde yerine
yazilirsa4 +2 (2+2k)-2 (2-2k)-12=0

4+4+4k-4+4k-12=0
8k-8=0 k = 1 elde edilir.
k=1 i¢cin; x=4 tir
y=242k=2+2.1=2+2 =4 tiir.
z=2-2k=2-21=2-2=0 dir.
O halde d dogrusunun E diizlemini kestigi A noktasinin koordinatlariA (4, 4, 0)

noktasi olur.

VII. Uzayda bir noktanin bir diizleme uzaklig1

Uzayda, denklemi ax +by + cz+d =0 Plxy )
1Y 14 e
olan E diizlemi ile bu diizlemin diginda bir Ay ﬂ TN=(a,b,c)
P(x1, y;, z1) noktas: veriliyor.
]

P noktasmnin E diizlemine olan uzakligi,
P noktasindan E diizlemine dik cizilen PH ”
dogru parcasiin uzunlugudur. (Sekil 2. 25) i o

E diizleminin normali N = (a, b, c) Ig >y
vektorii , E diizlemine dik olan 1¥I vektoriine
paraleldir.

X
Sekil 2.25

Burada, OP + PH = OH dir. Bu esitligin her iki tarafim N vektori ile
i¢ carpimini yaparsak N.OP+N.PH=N.OH du.

ax;+ by; +cz; + ||§| . ||ﬁ{|| =ax + by +cz olur.
ax + by +cz+d=0ise ax + by + cz=-d dir. Bu degeri yukarida yerine

yazarsak ax;+ by +czy+ ||ﬁ|| . |ﬁ{| = -d olur
a2+ b+ c2 ||ﬁﬂ| =ax; + by + cz; + d esitliginden

¢=||1¥]j| _laxi +by; +cz; + d|

Va2 + b%+ c2

olarak bulunur.
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”“» Diizlemin disindaki P(xj,y;,z;) noktasinin, ax+by+cz+d =0
|ax1 +by1+czl+ d |

la2+b2+c2

P(x1,y1,z;) noktasi E diizlemi iizerinde ise P noktasinin E diizlemine uzaklig1
sifirdir. Boylece, ax; + by +cz; +d =0 denklemini saglar.

diizlemine olan uzakligi, [P ifadesi ile bulunur.

ORNEK 49: Uzaydaki P(3, 4, 1) noktasmin, 2x +y -z + 5 = 0 denklemi ile
verilen diizleme olan uzakligini bulalim.

COZUM 49: Uzaydaki P(3, 4, 1) noktasinin, 2x +y - 2z + 5 = 0 diizlemine olan
|ax1 +by;+cz + d|
|PH P3+14+(-1)1] _[6+4-1 o9 9

4(2)2+(1)2+(2)2 Vit l+4 F =7 =3 birim olur.

ORNEK 50: Uzaydaki P(3, -2, 4) noktasinin, 2x + 6y + 3z +d =0 diizlemine
olan uzaklig1, 2 birim ise “d” nin degerini bulalim.

COZUM 50: Uzayda bir noktanin bir diizleme olan uzaklig

uzakhgl ifadesinden,

"PH" lax; + by +cz; + d|
Va2 + b%+ c2

2G3)+6(-2) +3(4)+d  , _[6 -12+12+d
QPF+6P+ (B2 = V4+36+9

ifadesinde uygulanirsa,

2=|6\/;1%dl : 2=|6-;d| : |6+d|= 14 olur. Bu denklemi ¢ozersek,
6+di=14 ise di=14-6=28 dir. 6+dy=-141se dr=-14-6=-20di

Buldugumuz d; ve d, degerleri problemin ¢6ziimiidiir.

VIII. Uzayda iki diizlem arasindaki agi
@ Uzayda P ve E gibi iki diizlem verilsin. Bu diizlemler birbirini bir AB dogrusu

boyunca keserler. Bu dogruya diizlemlerin arakesit dogrusu denir. (Sekil 2.26)

@ AB arakesit dogrusu iizerindeki bir C noktasindan, P diizlemi i¢cinde kalan ve
arakesit dogrusunu dik olan CD dogrusu cizilir. Ayni sekilde, AB arakesit dogrusu
tizerindeki bir C noktasindan, E diizlemi i¢inde kalan ve arakesit dogrusuna dik olan,

CH dogrusu cizilir. Bu iki dikme arasindaki 0 acisina, P ile E diizlemleri arasindaki
Olcek act denir (Sekil 2.27).
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AN
/
A

lz/ﬂu\il
4T N
B B
p E p E
Sekil 2.26 Sekil 2.27

Simdi de, bu dlcek aciy1 hesaplayalim.
Verilen P diizleminin denklemi a;x + b;y +¢;z+d; =0 ve E diizleminin denklemi,
ayX + byy + cpz +dy = 0 olsun.

Bu iki diizlem arasindaki dl¢ek ag¢1 0 olsun. (Sekil 2.27) deki bu diizlemlerin
N;=(ay, by, cy) ve Ny =(ay, by, c;) normal vektorleri arasindaki agi da o olsun

Dortgenlerde i¢ acilarin Slciileri toplami1 360° oldugundan, verilen iki
diizlemin arasindaki a¢inin 0Olg¢iisii, diizlemlerin normal vekorleri arasindaki

acinin Ol¢iisliniin biitiinleridir.
0 + 0 =180°ise 0=180°-a cos O =cos (180 - &) =- cos a dir. cos o = %
N7 [N

- N1 . N2 _ ajap + blbz + CiCy

= - larak bul .
NI N~ Varevieq Aagetiedg

oldugundan cos 0 =

Uzayda denklemi a;x + byy + ¢1z + d; =0 olan P diizlemi ile,

denklemi apx + byy + ¢z + dp =0 olan E diizlemi arasindaki a¢1 0 olsun.
ajap +biby + cicp dit!

Val+b}+c? a3+ b+ 3

Bu 0 6l¢ek acismin dlgiisii, cos 0 = -

ORNEK 51: P diizleminin denklemi V2 x - 2y + 12z -8 =0ve E diizleminin
denklemi, 2x + 212 y - 2z - 3 = 0 olarak veriliyor. P ve E diizlemleri arasindaki

ol¢cek acinin ol¢iisiiniin kag derece oldugunu bulalim.
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GOZUM 51: P diizleminin denklemi V2 x - 2y + Y2z - 8 =0 oldugundan,

P diizleminin normali ﬁ = (‘/5, -2, V2 ) vektoriidiir. E diizleminin denklemi

2x +212 y - 2z - 3 =0 oldugundan, E diizleminin normali 1?2 = (2, 212, -2)
vektoriidiir. P ve E diizlemleri arasindaki 6lcek ag1 0 ise,

s NN, (12)@)+(-2)(212) +(12) (2)
INTINT V2P (2P 2P V2242 V2P + (2P
cos 0. 2V2-4V2-2V2 _ -4V2 _4V2 _1

V2+4+214+8+4 V8 V16 8V2 2

cos 0 =% 1se 0 =60° olur.

IX. Uzayda iki diizlemin paralel olma sart1

Uzayda, denklemi a;x + bjy + ¢y z+d; =0 N
olan P diizlemi ile denklemi WNF(%»'%C[)

arx + byy + ¢ z +dp = 0 olan E diizlemi

veriliyor. Bu diizlemlerin normal vektorleri, / J

birbirine paralel ise diizlemlerde birbirine

paraleldir (Sekil 2.28)
N, N 1-\? =(a ,b,.c,)
P//Eise N;//N, ve 1 ECUNS

N;=kN, (kER)dir. ]
P//E ise 2l= bi_ci_y (k€R) olur. // /

an bz C

Bu sarta iki diizlemin paralellik sart1 denir.

Sekil 2.28
ORNEK 52: Uzayda, denklemi 2x - 3y + 6z - 2 = 0 olan P diizleminin,

[P 2]

ax - 3y + 6z + 5 = 0 denklemiyle verilen E diizlemine paralel olmas1 i¢in “a
degerini bulalim.

GCOZUM 52: Uzayda, denklemi 2x - 3y + 6z - 2 = 0 olan P diizleminin,
normal vektorii, Nj=(2,-3,6) vektoriidiir. Denklemi ax - 3y + 6z + 5= 0olan E
diizleminin normal vektérii, N,= (a,-3,6) vektoriidiir.

P ve E diizlemleri paralel oldugundan ﬁ /] I\TZ dir. Buradan

2--3_6 oldugundan a = 2 olur.
a 3 6
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X. Uzayda iki diizlemin dik olma sart1

Uzayda denklemleri a;x +b;y +c;z+d; =0

olan P diizlemi ile ayx +byy + cyz+dy =0 <
. =(a,,b,,c))
olan E diizlemleri birbirine dik ise N, >
O - 1-\I’=(“2’bz’°2)
normal vektori N, normal vektoriine

diktir (Sekil 2.29).

PLE iseﬁj_ﬁ VCI\T;.E=OdII‘.

E = (ab bl 5 Cl) ve I\T; = (a2’ b2 s CZ) ise

N;i.Nj = aj.ap+bi.by+cy.cy dir.

ﬁ 1 I\Tz ise aj.ap+bi.bp+c;.co =0 olur. Sekil 2.29
Bu sarta, iki diizlemin diklik sarti denir.
ORNEK 53: Uzayda denklemi 3x - 2y + 4z - 1 = 0 olan P diizlemi ile denklemi

2x - by + z + 3 = 0 olan E diizlemi veriliyor. Bu diizlemler birbirine dik ise “b” nin
degerini bulalim.

COZUM 53: Uzayda denklemi 3x -2y + 4z - 1 = 0 olan P diizleminin normal
vektorii 1\T1=(3, -2,4) tiir. Denklemi 2x - by +z + 3 = 0 olan E diizleminin
normal vektorii I\?z =(2,-b,1) dir. P diizlemi E diizlemine dik oldugundan
NiLN, olup N;.Ny=0dir. Ny. Ny = 3.242) .(-b)+4.1=0

6+2b+4=0; 2b=-10 ; b=-5 olur

XI. Uzayda diizlem demeti

@ Uzayda, iki diizlemin ara kesitinden gecen biitiin diizlemlere, uzayda diizlem
demeti denir.

Uzayda, denklemleri a;x + byy + c¢yz + d; = 0 olan P diizlemi ile

ayX + byy + cyz + dy = 0 olan E diizleminin arakesiti olan AB dogrusundan gegen

diizlem demetinin denklemi a;x + byy +cjz +d; +k (apx +byy +coz+dy )= 0
(keR) dir.

ORNEK 54: Uzayda, denklemi x - 3y +2z - 1 = 0 olan P diizlemi ile
2x -y +z+ 3 =0 olan E diizleminin arakesit dogrusundan ve A(l, -2, 1)
noktasindan gecen diizlemin denklemini bulalim.

COZUM 54: Denklemi x -3y +2z-1=0 ve 2x-y+2z+3=0o0lanP
ve E diizlemlerinin arakesitinden gecen diizlemlerin denklemi

x-3y+2z-1+k2x-y+z+3)=0 dir. (I)

A (1, - 2, 1) noktasinin koordinatlar1 bu denklemi saglayacagindan,
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1-3(-2)+2.1-1+k[2.1-(-2)+1+3] =0
1+6+2- 1+k(2+2+1+3)=0
8+8k=0

k=-1 olur.

Bu deger (I. ) denklemde yerine yazilirsa istenilen diizlemin denklemini buluruz.
x-3y +2z-1+ (-1)(2x-y+2z+3)=0
Xx-3y+2z-1-2x4+y-z-3=0
-X-2y+z-4=0 veya x+2y-z+4=0 olur
ORNEK 55: Denklemleri, x -2y + 3z +4 =0 ve2x +y-z-1=0olan Pve E

_Y+3_z2-2
1 -1

diizleminin arakesit dogrusundan gecen ve denklemi X2_ 1 olan dogruya

paralel olan diizlemin denklemini bulalim.

COZUM 55: Denklemi, x -2y +3z+4=0 ve 2x+y-z-1=0o0lanPve E
diizlemlerinin arakesitinden gegen diizlemlerin denklemi ;

X-2y+3z+4+k(2x+y-z-1) =0 veya
(1+2k)x+(2+k)y+(3-k)z-k+4=0 d.

Bu diizlemin normal vektorii, ﬁ =(1 + 2k, -2 +k, 3 - k) dir. Denklemi verilen

Xé L_Y _'1- 3.z '12 dogrusunun dogrultman vektorii, V= (2, 1, -1) vektoriidiir.

Verilen dogru, denklemi istenilen diizleme paralel oldugundan,

ﬁ \7 ve KI.G:O dir.
N.V=(1+2)2+(2+K).1+B-K(1)=0
2+4k-2+k-3+k=0

6k-3=0 ise k = % olur.

Bu deger diizlem denkleminde yerine yazilirsa istenilen diizlemin denklemi:

X-2y+3z+4+k(2x+y-z-1)=0

X-2y+3z+4+ % 2x+y-z-1)=0

2x -4y +6z+8+2x+y-z-1=0

4x -3y +5z-7=0 olur.

ORNEK 56: Uzayda denklemi 5x -2y +3z-8=0ve3x-y+z-1=0o0lanP
ve E diizlemleri veriliyor. Bu diizlemlerin arakesit dogrusunu bulalim.

COZUM 56: Uzayda denklemleri, 5x - 2y +3z-8=0ve 3x -y +z- 1 =0 olan
P ve E diizlemlerinin arakesit dogrusunu bulmak i¢in ( k # 0 ve k€R olmak iizere)
z = k parametresini alalim. Bu degerleri diizlem denkleminde yerine yazarsak;
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5x-2y+3k-8=0

2/ x-y+k-1-0 3x-y+k-1=0 denkleminde uygularsak,

5x-2y+3k-8=0 3k-6)-y+k-1=0
Sx+k-6=0 y=4k-19ve z=k dir.
x= k-6 d

Buna gore, x =k -6, y=4k-19, =z =k parametrik denklemi, verilen
dogrunun denklemini kartezyen denklemi olarak yazarsak,

x+6_Y+19 _7
1 4 1

olur.

7. LINEER DENKLEM SISTEMLERI
@ I. Tanim Diizlemde a, b ve c birer reel say1 olmak iizere, x; ve x, diizlemde
degisken bir noktanin sirasiyla apsis ve ordinati olsun. Buna gore, ax; +bx, +¢ =0

denklemi, diizlemde bir dogrunun denklemidir. Bu denkleme dogrusal denklem veya
x1 ile x, ye gore, bir lineer denklem denir.

@ Uzayda, a, b, ¢ ve d birer reel say1 olmak iizere x{, X, ve x5 degisken bir noktanin
koordinatlar1 olsun. O zaman, ax; + bx, + cx3 + d = 0 denklemi uzayda bir diizlem

denklemidir. Bu denkleme de, x|, X, ve x3 e gore, bir lineer denklem denir.

”“» Bilinmiyenlerin derecesi en ¢ok bir olan denklemlere lineer denklem denir.
Yani degiskenlerin derecesi birinci dereceden olan cebirsel denklemlerdir.

ORNEK 57: x; + 2x, + 5x3 - 4 = 0 denkleminin cinsini belirtelim. Uzayda neyi
gosterdigini yazalim.

GCOZUM 57: x| +2x,+5x3-4=0 denklemi ii¢ bilinmeyenli birinci dereceden

bir lineer denklemdir. Uzayda bir diizlemi gosterir.

ORNEK 58: x - 3xy - 5 = 0 denkleminin bir lineer denklem olup olmadigini
gosterelim.

COZUM 58: x - 3xy - 5 = 0 denklemi bir lineer denklem degildir. Denklemde
xy gibi 2. dereceden bilinmeyen vardir. Denklem ikinci dereceden bir denklemdir.
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II. Lineer denklem sistemleri
@ ajER , bjER, ijEN ve 1<i<m, 1<j <n igin,
x; ler bilinmiyenleri gostermek iizere;

a11X1 + appXp+a13X3 + ... +a1pXp = by
a21X1 + apXo + a23X3 + ... +aApXy = by

am1X1 + ameXp + an3X3 + ... +amnXn = by
biciminde degigkenleri birinci dereceden olan denklemlerden meydana gelen

sisteme lineer denklem sistemi denir.

Lineer denklem sisteminde;

1. m tane denklem vardir.

2.n tane bilinmeyen vardir.

3. aj; ler bilinmeyenlerin kat sayilaridur.
4.b; ler denklem sistemin sabitleridir.

5.x, ler denklem sisteminde bilinmeyenlerdir.

Verilen denklem sisteminde, heri =1, 2, 3, ...., m i¢in

b; = 0 ise bu denklem sistemine lineer homojen denklem sistemi denir.

Verilen denklem sisteminde b; lerden en az biri sifirdan farkl ise, bu sisteme

lineer homojen olmayan denklem sistemi denir.

Verilen denklem sisteminde denklem sayis1 bilinmeyen sayisina esitse, bu
denklem sistemine karesel denklem sistemi denir.

D QD O

Verilen bir denklem sisteminde bilinmiyenlerin sayisi, denklem sayisindan az
veya cok olabilir.

ORNEK 59: X-y+z=0 ’ denklem sisteminin cinsini belirtelim.
2x+y-3z=2 \

COZUM 59: Verilen denklem sistemi ii¢ bilinmiyenli iki denklemli homojen
olmayan bir lineer denklem sistemidir. Ciinkii sabit terim vardir.
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o

II. Coziim kiimesi

Daha 6nceki boliimlerde gordiigiimiiz gibi, bilinmiyenleri x ile y olan iki bilin-
miyenli bir lineer denklem sistemindeki denklemi saglayan tiim (x, y) ikililerinin
kiimesine, bu denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi denir.

Lineer denklem sistemi ii¢ bilinmiyenli ise bu sistemin ¢oziim kiimesi, sistemdeki
denklemleri saglayan tiim (X, y, z) licliilerinin kiimesidir .

Verilen bir denklem sisteminde ¢6ziim kiimesinin elemanlarin1 bulmak i¢in,
yapilan islemlere de bu sistemi ¢6zmek denir.

Her lineer denklem sisteminin ¢oziim kiimesinin bir elemani olmasi gerekmez.
Baz1 denklem sistemlerinde, ¢oziim kiimesinin birden fazla elamani da olabilir.

Coziim kiimeleri ayn1 olan lineer denklem sistemlerine de, denk lineer denklem
sistemleri denir.

Bazi lineer denklem sistemlerininin ¢6ziimii olmayabilir. Bir lineer denklem sis-
teminin ¢oziimii yoksa, sistemin ¢6ziim kiimesi bos kiimedir. ¢ =& seklinde gosterilir.

ORNEK 60: 2x;-x+3x3= 1 \

X1+ 3Xp-5x3=-2

Ucg bilinmeyenli iki lineer denklemi veriliyor.

Ci=1{(¢13,2)} veC,=1{(1,2,4) } ¢oziim kiimelerinden hangisinin verilen
denklem sisteminin ¢oziim kiimesi oldugunu bulalim.

COZUM 60: C; = {(-1,3,2)} ¢bziim kiimesini,

2X| - Xp + 3x3 = 1 olan birinci denklemde uygularsak,
2¢-D-13)+3@2)=1; -2-3+6?=1; =1 dir

X +3X; - 5x3 = - 2 olan ikinci denklemde uygularsak,
-D+33)-52)=-2; -1+9- 10£-2 ; -2 =-2 oldugundan
(4 ¢0ziim kiimesi birinci ve ikinci denklemleri sagliyor.
Cy=1{(1,2,4) } ¢oziim kiimesini,

2X| - Xy + 3x3 = 1 olan birinci denklemde uygularsak,
2()-Q)+3@) =1 ; 2-2+1251 ; 121 dir

X + 3Xy - 5x3 = - 2 olan ikinci denklemde uygularsak,
I()+32)-54)=-2; 146-20£-2; -13#-2 oldugundan
C, kiimesi birinci ve ikinci denklemi saglamiyor.

O halde, C; kiimesi denklem sistemini sagladi81 i¢in ¢oziim kiimesidir. C, kiimesi
ise denklem sistemini saglamadig1 i¢in ¢oziim kiimesi degildir.
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IV. Lineer denklem sistemlerinin ¢dziim yollar1

Lineer denklem sistemlerinin ¢oziimlerini bulmak i¢in, asagidaki yontemleri
kullanacagiz.

a. Yok etme yontemi.
b. Yerine koyma yontemi.

c. Cramer (Kramer) yontemi.

Bu ii¢ yontemden baska ¢6ziim yollar1 da vardir. Lineer denklem sistemlerin
¢Oziimii i¢in, bunlardan baska yontemleri gormeyecegiz.

a. Yok etme (kurali) yontemi:

Bu yontem ile verilen lineer denklem sistemini ¢ozerken, denklemlerden birisi
uygun bir sabit ile ¢arpilarak bilinmiyenlerden birinin kat sayilar1 esitlenir. Kat sayilari
esitlenen iki denklemi, taraf tarafa ¢ikararak kat sayilar esit olan bilinmiyenler yok
edilir. Boylece verilen sisteme denk yeni bir denklem sistemi bulunur. Ayni isleme,
denklemlerden birisi bir bilinmiyenli oluncaya kadar devam edilir. Bulunan bir
bilinmiyenli denklem c¢oziiliir. Elde edilen bu deger, diger denklemlerde yerine
yazilarak bilinmiyenler hesaplanir.

ORNEK 61
x-2y=1 \ Lineer denklem sistemini yok etme yontemini ile ¢ézelim.

2x+y=12 / Coziim kiimesini yazalim.

CcOZUM 61
x-2y=1
2x +y=12
2x -4y =12 x-2y=1
F2xFy=F 12 x-2(2) =
-5y=-10 x-4=1
y=2 dir. X=5 tir.

O halde, denklem sisteminin ¢oziim kiimesi ¢ = {(5, 2) } olur.
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b. Yerine koyma yontemi.

Bu yontemle, verilen lineer denklem sistemini ¢ozerken denklemlerin birinden
herhangi bir bilinmeyen diger bilinmeyenler cinsinden yazilir. Bu deger, diger denklemde,
yerine konularak bu sisteme denk yeni bir denklem sistemi elde edilir. Bu isleme, bir
bilinmeyenli denklem elde edilinceye kadar devam edilir. En son elde edilen bir
bilinmeyenli denklem c¢dziiliir. Bulunan bu deger, diger deneklemlerde yerine yazilarak
bilinmiyenler bulunur.

ORNEK 62

2x +y=17 ‘ Denklem sistemini yerine koyma yontemi ile ¢ozelim.

2y-x=9 ‘ Coziim kiimesini yazalim.

COZUM 62

2x+y=17 ‘ Denklem sisteminde birinci denklemden y degerini

2y -x = 14 ‘ x cinsinden yazalim. y = 17 - 2x tir.

Bu degeri ikinci denklemde yerine koyalim. 2 (17 - 2x) - x = 14 olur.
Bu denklemi ¢ozersek,

34-4x-x=14 ; -5x=-20 ; x=4 tir.
y=17-2x=17-2(4)=17-8 =9 dur.

O halde, denklem sisteminin ¢oziim kiimesi  C = { (4, 9)} olur.

c. Cramer (Kramer) yontemi.

@ a, b, c ve d birer reel say1 olmak izere
A= 2 b ifadesine ikinci dereceden determinant denir.
C

Bu determinantin deger,

3 ‘ = ad - bc seklinde hesaplanir.
ORNEK 63

A= ‘ ; i‘ determinatinin degerini hesaplayalim.

CcOzUM 63

A=‘_; ﬂ =(1)@)-(2)(-3) = 4+6 =10 olur.
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1 1 1
ORNEK 64 A=2 -1 3| determinatinin degerini bulalim.
1 1 2
COZUM 64 A=|2 s 32 -
A=LDEDE+MEO D] - [OE 1)+ 1)) 1) +1)2)2)

A=[-2+3+2]-[-1+3+4] =3-6=-3 olur.

@ Cramer yontemi ile denklem sistemini ¢cozmek i¢in bilinmeyen sayisi, denklem
sayisina esit olmalidir. Buna gore determinatlar yardimiyla ¢oziilebilen sistemlere

Cramer denklem sistemleri denir.

Buna gore;

Cramer denklem sistemini ¢6zmek i¢in, bilinmeyenlerin kat sayilar determinanti
olan A hesaplanir.

1. A # 0 ise sistemin tek ¢Oziimii vardir. Kat sayilar determinantinda her
bilinmiyenin katsayilar1 yerine denklemlerindeki sabitler yazilarak bilinmeyenlere ait
Ay, Ay , A, .... gibi determinatlar1 hesaplanr.

Bilinmiyenler ise; x = A y= ] z= A, ile bulunur
) A s A s A geee .

2. A=Ay=Ay=A,=0 ise sistemin sonsuz ¢dziimii vardur.
3. A=0iken Ay, Ayve A, lerden en az biri sifirdan farkli ise denklemin ¢6ziim

kiimesi bos kiimedir.

Cramer yontemi, sadece kat sayilar matrisi karesel ve determinant1 sifirdan farkli

olan lineer denklem sistemlerine uygulanir.

ORNEK 65: x-y+2z=0 \ Lineer denklem sistemini Cramer yontemini

2Xx+y-z=3 kullanarak ¢ozelim.

Coziim kiimesini yazalim.

X+2y-z=1
o 1 -1 2 Loo-l2l 1 A
COZUM 65:  A=[2 1 -1|=|2 v = 27 1
-1 2 -1 T2 At 2
A (M ED+EDEDED)+2)2)@) -1 @) (D) + (1) (1) (2) + (1) (2) (-1)]

A=(-1-1 +8)-(-2-2 +2) =6 +2 = 8 dir.
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A1 bulmak icin, x'in kat sayilar1 yerine sabit terimler yazilir.

o -1 2 |0 -1 20 -1
A=l3 1 -1]=(3 1 1|3 1

o2 a2 albr 2
A= (0) (1) D)+ DD (1) +(2)(3)(2) - L) (1) (1) + (0)(-1)(2) +(-1) (3) (-1)]
Ax=(0+1+12)-(2+0+3)=13-5=8 dir.

Ay'yi bulmak i¢in, y'nin kat sayilar1 yerine sabit terimler yazilir.

1 0o 2] |1 0o 2|1 o0
Ay=|2 3 -1|=|2 3 1|2 3
(S B (U R S

A= (B)D+ ) D)D)+ M) ]-[ ) G) 1)+ (1) (-1) (1) +(0)(2) (-1)]
Ay=(3+0+4)-(-6-1+0)=1+7=8 dir.

A; 'yi bulmak i¢in z'nin kat sayilar1 yerine sabit terimler yazilir.

1 -1 o] [t -1 o1 -1
A, =2 1 3l=|2 1 3|2 1
o2 1l a2 a2

A, = (MM + DB +0(2)2) ] -[ 0 (1) 1)+ (1)(3)©2)+(-1)(2) (1))
,=(1+3+0)-(0+6-2)=4-4=0 du.

A
A

<

A
2&21 ;y:—=&=1 ; Z:—zgzo
8 8 8

X = A

O halde, verilen lineer denklem sisteminin ¢oziim kiimesi; C = { (1, 1, 0) } dir.

Simdi de bu degerlerin lineer denklem sistemini sagladigin gorelim.

X -y + 2z =0 denkleminde uygularsak,

MH-M+2@0)=0 ;1-1+0=0 ;0=0 dir. Denklemi saghyor.

2x +y -2 = 3 denkleminde uygularsak,
2(D+(H)-0)=3; 2+1-0=3 ;3=3 tir. Denklemi saglyor.

-X + 2y -z =1 denkleminde uygularsak ,
-H+2(1)-0)=1 ; -1+2-0=1, 1 =1dir. Denklemi sagliyor.

O halde, lineer denklem sisteminin tek ¢6ziim kiimesi C = {(1, 1, 0) } kiimesi olur.
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V. Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziim kiimesini bulma ve geometrik

anlamim agiklama.

Bir lineer denklemde iki bilinmeyen varsa, bu denklem analitik diizlemde bir
dogru belirtir. Bir Lineer denklemde ii¢ bilinmiyen varsa bu denklem analitik uzayda
bir diizlem belirtir. Simdi de bir lineer denklem sisteminin ¢6ziim kiimesinin geometrik

anlamim acgiklayalim.

a. Iki bilinmeyenli iki denklemden olusan sistemler

Iki bilinmeyenli ax + by + ¢ = 0 seklindeki denklemlerin diizlemde bir dogru
belirttigini biliyoruz. Bu dogrular a;x + bjy + ¢; =0 ve ayx + byy + ¢, =0 seklinde
iki dogru verildiginde diizlemde bunlar ii¢ durumda olurlar. Geometrik durumlarini

aciklayalim ve ¢oziim kiimelerini bulalim.

1. Verilen iki bilinmeyenli a;x +bjy + ¢c; =0 ve ayx +byy + cp =0 lineer
denklemlerin katsayilar1 arasinda,
b1 C1

= == bagintis1 varsa, denklemlerin belirttigi dogrular ¢akisiktir.
an b2 C

a1

Sistemi saglayan siral ikililer, bu dogrulardan birinin ilizerindeki noktalarin

koordinatlaridir. Bu durumda; A= a1 br | ajby - ayb; =0 dir.
ap 2
Ac=| br| - ciby - coby =0 dir. A =‘ a Cl‘= acy-asc; =0 dir.
Co by Y ) C2

A=Ay =Ay =0 oldugundan verilen lineer denklem sisteminin sonsuz ¢oziimii vardir.

ORNEK 66: 2x + 3y=4 Denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini bulalim.
4x + 6y = 8 ‘ Geometrik anlamini agiklayalim.

COZUM 66: Verilen lineer denklem sisteminin katsayilar1 arasinda
bagintis1 varsa, bu denklemlerin belirttigi dogrular ¢akisiktir.

oldugundan, bu denklemlerin belirttigi dogrular cakisiktir.

2‘ =26-43=12-12=0 dur.
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4 3
A = =4.6-8.3=24-24=0
8 6
2 4
A, = =2.8-4.4=16-16=0 ¢
4 8

A=A, = Ay = 0 oldugundan denklem sisteminin sonsuz ¢6ziimii vardir.

Coziim kiimesini bulmak icin;

2X + 3y = 4 denkleminde y = k alirsak (kER), 2x + 3k =4 olur.

2x =4 -3k x=% dir.

- 3k

Denklem sisteminin ¢oziim kiimesi C ={(x,y) |x=4 .y =k olur.

Bu dogrular ¢akisiktir. k nin her degeri bu dogrular1 saglayan sirali ikililerdir.

2. Verilen iki bilinmeyenli a;x +b;y + ¢; = 0 lineer denklemin katsayilarn

a;j_b;_ ¢ y : i o
a p, * ¢, bagmtist varsa, denklemlerin belirttigi dogrular

birbirine paraleldir. Bu denklemlerin ortak ¢6ziimii yoktur.

arasinda

a; by cr by
A= ajby-ab;=0 , Ay = by -bicr= 0
an b2 Co b2
a ¢
Ay = ajc2-ax1#0  oldugundan sistemin ¢6ziim kiimesi bos
a @ kiimedir. C =< olur.

ORNEK 67: 2x +y =3

COZUM 67: Verilen denklem sisteminin katsayilar1 arasinda

6x +3y =5

Lineer denklem sisteminin ¢oziim kiimesini
’ bulalim. Geometrik anlamini a¢iklayalim.

a_bi_ a

an - b2 C

ifadesini uygularsak 2 =1 # 3 oldugundan, denklemlerin belirttigi dogrular birbirine

paraleldir.
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Bu lineer denklem sisteminin ¢dziim kiimesini bulmak i¢in;

2 1

A= =23-61=6-6=0dr.
6 3
3 1

A = =33-5.1=9-5=4 tiir.
5 3
2 3

Ay = =25-63=10-18=-8 dir.
6 5

A=0, Ac=0ve Ay=0 oldugundan denklem sisteminin ¢dziim kiimesi

bos kiimesidir. C = & olur. Bu dogrular kesismezler. Birbirine paraleldirler.

3. Verilen iki bilenmiyenli a;x + bjy +¢; =0 ve ajx + bjy +¢c; = 0 lineer

. . . a 1 < .
denklem siseminin katsayilar1 arasinda 3, * by bagintis1 varsa denklemin

belirttigi dogrular, bir noktada kesigir. Kesim noktasinin koordinatlari, denklem

sisteminin ¢oziim kiimesidir.
Bu durumda;

ap by
A= =ajby - ab; = 0 oldugundan, denklem sisteminin

b bir tek ¢oziimii vardir. .

ORNEK 68: 3x+y=1 Denklem sisteminin ¢odziim kiimesini bulalim.
Geometrik anlamim agiklayalim.
2x -3y =4 ‘
by
by
oldugundan denklemlerin belirttigi dogrular bir noktada

COZUM 68: Verilen lineer denklem sisteminin katsayilar1 arasinda a

ifadesini uygularsak, 3.1
kesisi 2 3
esisirler.

=

Bu kesim noktasinin koordinatlarini bulalim.

3 1
A= =(3)(-3)-(2)(1) =-9-2=-11

2 3

A = 0 oldugundan sisteminin bir tek ¢oziimii vardir.
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1 1
A, = =(1)(-3)-(1)4) =-3-4=-7 dir.

4 3

3 1
Ay = =34-1.2 =12 -2=10 dur.

2 4

A
X:%: -171 :17—1 dlr ; y ZKYZ % =—% dlr COZum kﬁmeSi,
C= {( 1 . 10)\ olur. Bu dogrular (l - m) noktasinda kesisirler.
1" 1/ 1’ 11

b. iki bilinmeyenli iic denklemden olusan sistemler

Denklem sisteminin bir ¢dziim kiimesi olabilmesi i¢in
denklemlerin belirttigi dogrularin sabit bir noktadan gecmesi

a1Xx +b1y =C \l
gerekir. Bu sistemi olusturan denklemler, ayni dogru

X + b2y =Cy

a3x + byy =c3 ‘ demetinin elemanlar1 olmalidir.

Denklem sisteminin ¢oziim kiimesini bulmak icin herhangi iki denklem ortak
¢oziiliir. Bu ¢6ziim kiimesinin elemanlar1 diger denklemi de sagliyorsa bu denklem sistem-
inin ¢oziim kiimesidir. Yok eger saglamiyorsa, denklem sisteminin ¢oziim kiimesi bos

kiimedir.

ORNEK 69: 2x+y=3
X+4y=2 \ Denklem sisteminin ¢dziim kiimesini bulalim.

Tx + 21y =13

COZUM 69: Denklem sisteminin ¢oziim kiimesini bulmak icin ilk iki denklemin
olusturdugu denklem sistemini ¢6zelim.
2 1
A= =2.4-1.1 =8 -1=7 dir.
1 4

A = 0 oldugundan, denklem sisteminin bir tek ¢6ziimii vardir.
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301
A= =3.4-1.2 =12 -2=10
2 4
2 3
A, = =2.2-1.3 =4 -3=1
12

SAX 10 g .y 2AY L g 6ziim kiimesi _!(m L)l
x=00= 7 dir. ; y= A7 dir. Coziim kiimesi (;—‘ 7 ,7‘olur.

Bu ¢6ziim kiimesini iigiincii  x + 3y = 13 denkleminde uygulayalim.

7 (170 ) +21 (%): 10; 10+3=13 ;13 =13 olur. Bu denklemi sagliyor. O halde,

¢oziim kiimesi C = {(17—0 , %)} dir. Verilen ii¢ dogru da koordinatlari (170 ) %) olan

sabit bir noktadan geciyor demektir.

c. Uc bilinmeyenli iki denklemden olusan sistemler
Ug bilinmiyenli ax + by + cz + d = 0 denklemi analitik uzayda bir diizlem belirtir.
a1X+b1y+clz+d1:0 l

a)Xx +byy +cyz+dy =0 ’

Denklem sisteminin ¢oziim kiimesini saglayan sirali {icliiler, her iki diizlem
tizerindeki ortak noktalarin koordinatlaridir. Uzayda iki diizlem birbirine gore ii¢ durum-

da olur.

1. Verilen a1x +byy + cjz +d; =0 ve ayx +byy, cpz + dy = 0 denklem
sisteminde, 21 _— by _ci_di
an b2 Co d2

belirttigi diizlemler cakigiktir.

bagintis1 varsa, sistemdeki denklemlerin

Sistemin ¢6ziim kiimesini bulmak icin, k, t €ER olmak lizere y =k vez =t
dersek, a;x +byy +cyjz+d; =0 denkleminde a;x + bk +cyt+d; =0 ve

_ bik +cit +dy dir

X =
ai

Coziim kiimesi, C = { - blk+§—it+dl , k, t] k, t€R } olur.
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ORNEK 70: Uzayda x - 2y + 3z - 1 =0 olan P diizlemi ile 3x - 6y + 92 - 3 =0
olan E diizlemi veriliyor. Bu diizlemlerin ¢6ziim kiimesini bulalim. Geometrik olarak

aciklayalim. Seklini c¢izelim.
COZUM 70: Verilen x -2y +3z-1= 0 ve 3x-6y +9z-3=0 diizlem

denklemlerinin katsayilarini oranlarsak, % = % = % = % esitligi oldugundan

denklemlerin belirttigi diizlemler c¢akigiktir.Yani P diizlemi ile E diizlemi cakigiktir.

Bu diizlemlerin ¢6ziim kiimesinin
belirttigi siral {icliileri bulmak i¢in, birinci
denklemde alinan bir noktanin koordinatlari
y =k, z =t olsun (k, tER)

Bu durumda, x - 2k + 3t - 1 = 0 olur.

x =2k - 3t+1 dir. O halde denklem sis-
teminin ¢oziim kiimesi,

C={(2k-3t+ 1,k t) k, t ER} olur. E
(Sekil 2. 30) da cizilmigtir. O halde, P ve E
diizlemleri cakisiktir. k ve t nin biitiin

degerleri, bu diizlemleri saglayan siral
iicliilerdir.

Sekil 2.30

2.Uzaydaax+bjy+ciz+d; =0 ve ax+byy+cyz+dy,=0 gibiti¢bilinmeyenli

iki Lineer denklem sistemi veriliyor. Bu denklemlerde % = % = % # d,

d
bagntis1 varsa denklem sistemindeki denklemlerin belirttigi diizlemler pareieldir.

Bu diizlemlerin ortak noktast yoktur. Verilen denklem sisteminin ¢oziim kiimesi bog
kiimedir.

ORNEK 71

Uzayda denklemleri x - 2y - 3z +4 =0 olan P diizlemi ile, 3x + 6y -92-5=0
olan E diizlemi veriliyor. Bu diizlemlerin ¢6ziim kiimesini bulalim. Geometrik olarak
aciklayalim. Seklini ¢izelim.

CcOzUM 71

Verilen x +2y - 3z +4 =0 ve 3x +6y - 92 - 5 = 0 diizlem

denklemlerinin katsayilarini oranlarsak % = % = % # iS oldugundan,

lineer denklemlerin belirttigi P diizlemi, E diizlemine paraleldir. Denklem sisteminin

¢coziim kiimesi bog kiimedir. C = olur. (Sekil 2.31) de ¢izilmistir.
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VA d
VA |

Sekil 2.31 Sekil 2.32

3. Uzayda ajx +byy +ciz+d; =0 ve ax +byy=cyz +dy =0 gibi ii¢
bilinmeyenli iki lineer denklem sistemi veriliyor. Bu denklemlerde

a; by a e, b a

, bagintis1 varsa denklemlerin
a2y " p, a2 b, €2 28

belirttigi diizlemler, bir dogru boyunca kesisirler. Bu dogruya arakesit dogrusu denir.
k bir reel say1 olmak lizere z =k olsun.
a1X+b1y+c1k+d1:O ‘
X +byy+cok+dy=0 I
denklem sisteminin ¢oziimiinde x ve y degerleri k parametresi cinsinden yazilarak,
sistemdeki denklemlerin belirttigi arakesit dogrusunun parametrik denklemi bulunur.
Buradan arakesit dogrusunun kartezyen denklemi yazilir.
ORNEK 72: Uzayda denklemleri 2x - y + 2z -3 = 0 olan P diizlemi ile

X +2y -z-1=0olan E diizlemi veriliyor. Bu diizlemlerin ¢6ziim kiimesini bulalim.
Geometrik olarak aciklayalim. Seklini ¢izelim.

COZUM 72: Verilen 2x - y +2z -3 =0 ve x + 2y - z - 1 diizlem denklemlerinin
katsayilarini oranlarsak,

% = % = % oldugundan, bu denklemlerin

belirttigi diizlemler (Sekil 2.32) de oldugu gibi bir d dogrusu boyunca kesisirler. Bu
arakesit dogrusu iizerindeki noktalarin koordinatlari ¢dziim kiimesinin elemanlaridir.
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Arakesit dogrusu olan d dogrusunun denklemini yazalim.

k bir reel say1 olmak iizere z = k olsun. Boylece denklem sistemini, iki
bilinmiyenli denklem seklinde ¢ozelim.

2/ 2x-y=3-2k

x+2y=1+k 2(7'53k)-y=3-2k

4x -2y =6 -4k 4 7k 3 K

x+2y=1+k 14-6k-5y=15-10

5 5
Denklem sisteminin ¢éziim kiimesi, C= (7 '53k , -1 ‘;41( Jk kER} olur.
Arakesit dogrusunun parametrik denklemi, x = % - %k , y= % + %k , z=k di.
Arakesit dogrusunun kartezyen denklemi, 35 = 2 5 =% olur.
55

d. Ug bilinmeyenli ii¢ denklemden olusan sistemler

ajx+byy+ciz+d; =0 \l Ug bilinmiyenli ii¢ denklemden olusan bu
sistemde, her bir denklem analitik uzayda bir

ayX + by +cpz+dy=0 diizlem belirtir.

33X+b3y+C3Z+d3=0

Analitik uzayda verilen ii¢ diizlemin birbirine gore durumlarini inceleyelim.
1. Ug diizlemin bir tek ortak noktast vardir.

2. Ug diizlemin bir tek ortak dogrusu vardir.

3. Diizlemlerden ikisi birbirine paralel, digeri bu iki diizlemi keser.

4. Diizlemlerden ikisi ¢akisik, digeri bunlar1 keser.

5. Diizlemden ikisi cakisik, digeri bunlara paraleldir.

6. Diizlemlerin iicii de birbirine paraleldir.

7. Diizlemlerin iigtide birbirine ¢akisiktir.

Simdi de bunlarla ilgili 6érnekler vererek, bu diizlemlerin ¢6ziim kiimelerini
bulalim. Bunlar1 geometrik anlamlarini sekil ¢izerek aciklayalim.
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1. Ug diizlemin bir tek ortak noktasi vardir.

Denklem sisteminin ¢éziim kiimesini
bulalim. Geometrik anlamin1 sekil cizerek
aciklayalim.

ORNEK 73: x-y-3z+10=0 \
X-y+z-2=0

2x+y-z+3=0

COZUM 73: Verilen denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini bulmak igin, yok
etme kuralin1 uygulayalim.

x-y-3z+10=0 X-y+z-2=0 X-y+z-2=0
+xtyFz+2=0 2x+y-z+3 =0 l-y+3-2=0
-4z +12=0 x+1=0 -y+2=0
4z =12 x =1 dir. y =2 dir.

z =3 tir.

Buna go6re, denklem sisteminin
¢Oziim kiimesi ¢ = {(1, 2, 3)} kiimesidir.
Bu siralt ii¢lii, verilen denklem sisteminin
belirttigi diizlemlerin ortak noktasidir.
Verilen ii¢ denklemi de saglar. (Sekil 2.33)
te verilen P, E ve R diizlemlerin bir tek A

ortak noktas1 vardir.

Sekil 2.33

2. Ug diizlemin bir tek dogrusu vardir.
ORNEK 74: x-y-3z+10=0 \
X-y+z-2=0 ‘
Ix+7y-2z-1=0
Denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini bulalim. Geometrik anlamini sekil cizerek

aciklayalim.
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CcOzUM 74

Verilen denklem sisteminin ¢oziim
kiimesini bulmak i¢in, yok etme kuralini
uygulayalim.

Xx-y-32z+10=0
fxty+z+2 =0
“4z+12=0

4z =12

z = 3 tiir.

Burada k bir reel say1 olmak iizere x =k dersek,

denklem 7k + 7y -2 (3) - 1 = 0 olur.

Ty =7-Tk y=1-k dm.
Verilen denklem sisteminin ¢oziim kiimesi; C={(k, 1 - k, 3)} kiimesidir.

(Sekil 2.34) de verilen P, E ve R diizlemlerin arakesit dogrusu d dogrusudur. Bu
dogrunun denklemini parametrik olarak yazarsak, x =k, y=1-k, z=3tir

Kartezyen denklem ise, ? = % :% =k olur.

Arakesit dogrusunun denklemini saglayan biitiin noktalar, verilen ii¢ diizlem

lizerinde bulunurlar.

3. Diizlemin ikisi birbirine paralel, digeri bu iki diizlemi keser.

ORNEK 75

X-y+z-2=0 Denklem sisteminin ¢dziim kiimesini bulalim.
x-y+z-5=0 Geometrik anlamim sekil cizerek aciklayalim.
-Xx+2y-3z2 =0

COZUM 75: Birinci denklem P diizlemi, ikinci denklem E diizlemi ve iigiincii

denklemde R diizlemi olsun. Birinci ve ikinci denklemin katsayilar arasinda

L_-1_1_,-2 bagintis1 oldugundan,
1 -1 1 -5

P // E diizlemidir. P ve R diizlemleri kesistiginden, arakesit dogrusu d; olsun. Bu

dogrunun denklemini bulalim.
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Xx-y+z-2=0 \

Xx+2y-32=0 ‘

denklem sisteminde k bir reel say1 olmak

tizere z =k olsun.

x-y+k-2=0

+ X+2y-3k=0 "4
y-2k-2=0 E

y =242k du. /

&)

Sekil 2.35

X -y +z - 2 =0 denkleminde y ve z nin degerlerini uygularsak,
x-2+2k)+k-2=0 x=2+4+2k-k+2=k+4tir.
Buna gore d dogrusunun parametrik denklemi:

x=4+k; y=2+2k ; z =k dir.

d; dogrusunun kertezyen denklemi : X i 4 _ Y é 2 _z i 0 olur.

E ve R diizlemleri kesistiginden arakesit dogrusu d, olsun. Bu dogrunun
denklemini bulalim.
x-y+z-5=0 { denklem sisteminde k bir reel say1 olmak iizere z = k olsun.
X+2y-3z2=0
x-y+k-5=0
+ -Xx+2y-3k=0
y-2k-5=0
y =5+ 2k dir.

X -y + k - 5 =0 denkleminde y nin degerlerini uygularsak,
x-5+2k)+k-5=0 x=54+2k-k+5=k+ 10 dur.
Buna gore d, dogrusunun parametrik denklemi,

x=10+k ; y=5+2k , z=k olur.
d, dogrusunun kartezyen denklemi,

x-10 _ y-5 —z-0
1 2 1

olur.
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dy dogrusunun dogrultman vektorii \71 =(1, 2, 1) vektoriidiir. d, dogrusunun

dogrultman vektori v, = (1,2, 1) vektoriidiir.

\71 /! \72 oldugundan , d; ve d, dir. Buradan, d; ve d, dogrular1 kesismezler.

O halde, verilen denklem sistemine ait ii¢ diizlem kesismediginden ¢&ziim

kiimesi bog kiimedir. C =@ olur. (Sekil 2. 35) de sekil ¢izilmistir.

4. Diizlemlerden ikisi ¢akisik, digeri bunlar1 keser.

ORNEK 76: x -2y +3z-4=0 \l Denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini
X+2y-32+4=0 f bulalim. Geometrik anlamin sekil ¢izerek

aciklayalim.
x+y-6z -1 =0

CcOzZUM 76

Birinci denklem P diizlemi, ikinci
denklem E diizlemi ve iiciincii diizlemde
R diizlemi olsun. Burada P denklem ile
E diizlemi aymdir. P diizleminin normal
vektorii Ny, E diizleminin normal vektorii N> ise

1\?1 = —1\?2 =(1, -2, 3) vektoriidiir.
R diizlemin normal vektorii,

N3=(1,1,-6) vektoriidiir.

(Sekil 2.36) da oldugu gibi P ve E
diizlemleri ¢akisik ve R diizlemi bu iki diizlemi Sekil 2.36
kesmektedir.

Simdi de bu diizlemlerin arakesit dogrusu olan d dogrusunun denklemini bulalim.

x—2y+3z—4=0\ , - -
denklem sisteminde k bir reel say1 olmak iizere z = k olsun.
X+y-62-1=0 ‘

x-2y+3k-4=0
+X+y*x6k+1=0
3y +9% -3=0
3y =-3+09k
y=-1+3k dir.
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X +Yy-6k-1=0 denkleminde y nin degerini uygularsak,
x-1+3k-6k-1=0; x-3k-2=0 ; x =2+ 3k dir.
Denklemin ¢oziim kiimesi C = {(2 + 3k, - 1 + 3k, k) kER} olur.

P, E ve R diizlemlerin arakesit dogrusu olan d dogrusunun parametrik denklemi,

x=2+3k; y=-1+3k; z=k olur
y+1
3

=z olur.

d dogrusunun kartezyen denklemi, X é 2 _

5. Diizlemlerden ikisi ¢akigik, digeri bunlara paraleldir.

ORNEK 77 x+2y+3z+4=0 \ Denklem sisteminin ¢6ziim kiimesini
Xx-2y-32-4=0 bulalim. Geometrik anlamin sekil cizerek

X+2y+3z -1 =0 f aciklayalm.

cOzOM 77

Birinci denklem P diizlemi, ikinci denklem E diizlemi ve iigiincii denklem R diizlemi

olsun. P diizleminin denkleminin kat sayilar ile E diizleminin denkleminin katsayilarmi

oranlarsak, % = % = % = f oldugundan, P diizlemi ile E diizlemi cakisiktir.

P diizlemi denkleminin katsayilar1 ile R diizleminin denkleminin katsayilarini

larsak
oranlarsak, ) 3 R

% =23, oldugundan, P diizlemi ile R diizlemi paraleldir.

(Sekil 2.37) de sekli cizilmistir. O halde, bu denklem sisteminin ¢oziim kiimesi bos
kiimedir. ¢ =@ olur.

E

Sekil 2.37
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6. Diizlemlerin iiciide birbirine paraleldir.

ORNEK 78

2y+y-32+1=0 \l Denklem sisteminin ¢oziim kiimesini bulalim.
4x +2y-6z+2=0 Geometrik anlamini sekil ¢izerek agiklayalim.

6x+3y -9z +3 =0

cOzUM 78

Birinci denklem P diizlemi, ikinci denklem E diizlemi ve iigiincii denklem de R

diizlemi olsun.

P diizleminin normal vektorii, Ni= (2,1, -3) E diizleminin normal vektori

E =(4,2,-6), R diizleminin normal vektorii, 1?3 =(6, 3, -9) dur.

Sekil 2.38
N1 // N, vektriidiir. Ciinkii % =% =3 d.
1?1//1\?3 vektoriidiir. Ciinkii % =% = -3 dur.

1\?2// 1\?3 vektoriidiir. Ciinkii % = % = % dur.

Buna gore denklem sisteminde her denklemin belirttigi diizlem, diger denklemlerin
belirttigi diizlemlere paraleldir. Bu diizlemlerin ortak noktalar1 yoktur. PE ve R
diizlemleri pareleldir (Sekil 2.38). Bu verilen diizlemlerin ortak noktalar1 olmadigindan,

denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi bos kiimedir. C =@ olur.
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7. Diizlemlerin iicii de birbirine cakigiktir.

ORNEK 79

2y+y-32+1=0 Denklem sisteminin ¢oziim kiimesini bulalim.

4x +2y-6z+2=0 Geometrik anlamin sekil cizerek agiklayalim.
6x +3y-9z +3 =0

cOZUM 79

Birinci denklem P diizlemi, ikinci denklem E diizlemi ve iiciincii diizlem de

R diizlemi olsun. (Sekil 2.39) Bu diizlemlerin denklemleri, iki diizlemin ¢akisik olma
sartiolan (21 =01 -1 _d1) i desini sagladigi icin P, E ve R diizlemleri cakisiktr.
a2 b, 2 d,

Bu diizlemler ¢akisik oldugundan, denklem sisteminin sonsuz ¢oziimii vardir.

Sekil 2.39

Diizlemlerin  biri iizerindeki her noktanin koordinatlari, diger diizlemlerin

denklemlerini saglar. O halde, denklemin sonsuz ¢oziimii vardir.

k ve t birer reel say1 olmak lizere z =k ve y = t alirsak, x+2y-3z+1=0
denkleminde uygularsak, x + 2t -3k + 1 =0 ; x=-1+3k-2tolur.

Denklem sisteminin ¢oziim kiimesi, C = {(-1 +3k -2t, t, k) k, t €R} olur.

Boylece, verilen denklem sisteminin k ve t ye bagl olarak sonsuz ¢oziimii vardir.
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Z OZET

*Analitik uzay: Analitik diizlemin disinda da noktalar vardir. Analitik diizlemin

noktalari ile bu diizlemin digindaki biitiin noktalar, analitik uzay1 meydana getirir.

* Analitik uzayda koordinat sistemi : Uzaydaki bir O noktasinda, birbirine dik
olan ii¢ tane ekseninin olusturdugu sisteme, uzayda koordinat sistemi denir. Bu
eksenler Ox , Oy ve Oz ile gosterilir. Bu koordinat eksenlerinin ikiger ikiser
olusturduklari, birbirine dik ii¢ diizleme koordinat diizlemleri denir.

* Bir noktanmn baglangic noktasma olan uzakhg: Analitik diizlemde, P(x;, yy, z;)
noktasinin eksenlerin baslangi¢ noktasina olan uzakligi; IOPl =+ X7 +y7 +z7 birimdir.

* [ki nokta arasmndaki uzakhk: Analitik uzayda, A (x;, y;, ;) ve B (X, ¥2, 7))

noktalar1 arasindaki uzaklik , | AB | =~/(xq - x2)* Hy1 - y2)*+ (z1 - 22 birimdir.

* Bir dogru parcasinin orta noktast : Analitik uzayda u¢ noktalari,
A (X1, Y1, 21) ve B (Xy,y2,2p) olan AB doru parcasinin orta noktast C (X, Yo, zg) ise

X1+ X + Z1+ 2 .
Xg= LT 22 YITY2 e zo="1"%2 dir.
2

2 T

* Kiire denklemi: Uzayda, sabit bir noktadan esit uzaklikta bulunan noktalarin
kiimesine kiire ylizeyi, kiire yilizeyi ile sinirlanan cisme kiire denir. Sabit nokta
M(a, b, c) kiimenin merkezi, kiire iizerindeki nokta P (x , y, z) ve kiirenin yarigap
uzunlugu r ise kiirenin denklemi, (x - a2+ (y - b +(z-cf=12 dir.

Kiirenin denklemini, x2 +y2 + z2 +Dx + Ey + Fz + G = 0 seklinde de yazilir.

Bu durumda merkezinin koordinatlari,

.D _E . E) ve yaricap uzunlugu da 1

2 2 2

:%VD2 +E2+ F2-4G  birim olur.

* Uzayda vektorler: Uzayin her iki noktast bir vektor belirtir. Baglangic

—

noktas1 O, analitik uzayin noktalarindan biri P(a,b,c) ise OP vektoriine, P noktasinin
yer (konum) vektorii denir. P = OP =(a, b, ¢) seklinde yazilur.

* AB Vektoriiniin bilesenleri: Uzayda A(a;, ay, a3) ve B(by, by, bz) noktalar1

verildiginde, AB vektSriiniin bilesenleri AB =(b;-ay, by-a,, bs - a3) vektoriidiir.

* Bir vektoriin uzunlugu: Uzayda A(aj, ay, a3) ve B(b;, by, bz) noktalar1 ile

—

verilen AB vektoriiniin uzunlugu, | AB | =~/(by - a1)* +(by - a))* + (b3 - a3 birimdir.

Uzunlugu bir birim olan vektore, birim vekt6ér denir.
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* ki vektoriin esitligi: Uzayda, A = (a1, ay, a3) ve B = (b, by, bs) vektorleri
veriliyor. A = B olabilmesi icin, a; = by, a,=by ve a3 = b; olmahdir.
* Vektorler kiimesinde toplama iglemi: Uzaydaki vektorler kiimesinde,
A= (a1, ap, a3) ve B= (by, by, b3) vektorleri veriliyor.
A+B= (a; + by, ay+ by, a3+ bs) vektoriine Aile B vektoriiniin toplam1 denir.
Uzayda vektorler kiimesi, toplama islemine gore degismeli gruptur.
* Vektorler kiimesinde cikarma iglemi:  Uzayda A ve B vektérleri veriliyor.

A-B =A+ (-ﬁ ‘) seklindeki isleme ¢ikarma islemi denir.
(

A= ay, a, a3) ve B= (by, by, bs) vektorleri icin
X - ﬁ = (a1 - bl, aj - bz, az - b3) olur.
* Bir vektoriin bir reel sayi1 ile carpima: Her A = (a1, a, a3) ve kER igin

kA = (kay, kay, kas) vektoriine, A vektoriiniin k say1st ile ¢arpimi denir.

* Bir vektoriin standart taban vektoriine gore ifadesi
Analitik uzayda, e1=(1,0,0), e3=(0,1,0) ve e3=(0,0, 1) vektoriine

standart taban (baz) vektorii denir.

* [ki vektoriin paralelligi: Uzayda A= (ay, ap, az) ve B= (by, by, bs)

vektorleri i¢in, A=kB bagint1 varsa, X//ﬁ vektoriidiir, 2L = 32 = 33 _
by by b3

ifadesine paralel olma sart1 denir.

* I¢ carpim fonksiyonu ve Oklid i¢ ¢arpim iglemi: Uzayda,

A= (a1, a, a3) ve B= (b, by, bs) vektorleri veriliyor.
A.B =<A.B>a;.b;+a.by+az.bs seklinde vektorler carpimina,
Oklid ic carpma fanksiyonu veya i¢ carpma islemi denir.

—

* Bir vektériin normu (uzunlugu) : Uzayda A =(aj, ap, a3) vektorii igin

“K" =+a} +aj+a3 = VA. A veya ||X||2 = A. A vektoriine,

A vektoriiniin uzunlugu veya normu denir.
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* 1ki vektor arasindaki acinin kosiniisi A = (ay, ap, a3) ve B = (by, by, b3)

ajby + asby + a3b3 dir.

Va2 +a3 +a3 . Vb? + b3 + b3

vektorleri arasindaki a¢1 0 ise cos 0 =

* iki vektoriin dikligi : Uzayda A =(aj, ag, a3) ve B =(by, by, bs) vektorleri

—

veriliyor. A vektorii B vektoriine dik ise 6 = 90° ve cos 90° = 0 oldugundan,

A.B =a;.b;+ay.by+ az by=0 olur. Bubagmtiya diklik sart: denir.

* Bir noktadan gecen ve bir vektore paralel olan dogrunun denklemi
a. Dogrunun vektorel denklemi: Uzayda bir A(a, b, c) noktasindan gecen ve

V= (X1, Y1, z1) vektoriine paralel olan dogru iizerinde P (x, y, z) noktasini alalim.

—

V vektrii AP vektoriine paralel oldugu icin, AER olmak iizere

ﬁ) = )\.G denklemine, dogrunun vektorel denklemi denir.

b. Dogrun parametrik denklemi: Dogrunun vektorel denkleminin bilesenleri
cinsinden yazarsak, (X, y, z) = (a,b,¢) + A(X1,y¥1,21) ; X=a+AX; ; y=b+Ay;

z=c+Az; denklem sistemine dogrunun parametrik denklemi denir.

c. Dogrunun kartezyen denklemi: Dogrunun parametrik denklemini olusturan

denklemlerin her birinden A ¢ekilirse, x-a _Y - b_z-c _ A denklemine
X1 Y1 z1 ’

dogrunun kartezyen denklemi veya nokta koordinatlarina gore denklemi denir.

* Uzayda iki noktas1 verilen dogrunun denklemi
Uzayda, A= (a1, ap, a3) ve B= (by, by, b3)  gibi iki nokta verilsin. A ve B
noktasindan gecen dogru iizerinde bir P(x, y, z) noktasini alalim.

AP=\B bagintisi, dogrunun vektorel denklemidir.

x=Xx;+h(x2-X1) ; y=y1+A(y2-y1) ;z=2;+A(z3-z) denklem
sistemine A ve B noktalarindan gecen dogrunun parametrik denklemi denir.

X-X1 - ¥Y°Y1 - Z-Z1 _) denklemine A ve B noktalarindan gecen

X2-X1  Y2-Y1 Z2-72

dogrunun kartezyen denklemi denir.
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* Verilen iki dogrunun birbirine paralel olma durumu

X -a _ b Z-C X -a - b Z-C N
1_y-bi_z-¢ 2=Y"22_2°% qo5rulann
yi Z1 X2 y2 Z2
o . X1 Y1 Z1 '
2L =21 =21 olmaldir.
birbirine paralel olmasi i¢in X2 Y2 7,

Uzayda verilen

Verilen dogrularin \71 =(Xp, Y1, 21) Ve \72 = (X2, Y2, z2) dogrultman

vektorleri de paraleldir.

* Verilen iki dogrunun birbirine dik olma durumu: Uzayda verilen iki dogru
birbirine dik ise bu dogrularin dogrultman vektorleri de diktir. Dogrularin dogrultman

vektorleri \?1 = (X1, Y1, Z1) Ve \72 = (X2, Y2, Z2) ise \71 . 72 =0

oldugundan, \71 \72 =X1X2 + y1y2 + 21z =0 olur.

* Verilen iki dogru arasindaki acinin kosiniisii: Verilen iki dogru arasindaki

ac1, bu dogrularin \71 ve \72 dogrultman vektorleri arasindaki agiya esittir.
V1. Vs

Vil va

* Verilen bir noktanin bir dogruya olan uzaklig:

Uzayda verilen P(x, Y, z) noktasinin, X -a _ y- b =2-C dogrusuna olan

X1 Y1 Z1
uzakligin1 bulmak icin, dogru iizerinde A(a, b, ¢) noktasini alalim. AP vektorii ile

cos 0 = dir.

dogrunun v dogrultman vektoriinii yazalim. P noktasimn dogruya uzaklag: { ise,

o= VIVE [aPf - (v .apF

dir.
V]

* Uzayda diizlemler: Geometride diizlemi bazi aksiyomlar ile belirtebiliriz.
Bunlar,

a. Dogrusal olmayan ii¢ nokta bir diizlem belirtir.
b. Bir dogru ile disindaki bir nokta, bir diizlem belirtir.
c. Paralel iki dogru bir diizlem belirtir.

d. Kesisen iki dogru bir diizlem belirtir.

Diizlem icinde bulunan biitiin dogrulara dik olan dogruya, diizlemin normal
dogrusu denir.
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* Verilen bir noktadan gecen ve verilen bir vektore dik olan diizlemin
denklemi: Uzayda verilen nokta A (X1, Y1, Z1) verilen vektér N = (a, b, ¢) olsun.

Diizlem i¢inde alinan herhangi bir nokta P(x, y, z) ise A noktasindan gecen N vektoriine
dik olan diizlemin denklemini yazmak i¢in, N | APise N AP =0 bagmtis1 uygulanr.

N.AP=a (x - X1)+. b (y- y1) +c (z- z;) ifadesi sadelestirilir ve

d =-(ax; + by +czy) dersek ax + by +cz+d =0 olur.

Bu denkleme diizlemin kartezyen denklemi denir.

* Bir dogru ile bir diizlem arasindaki acg1

Uzayda denklemi, 2 ijxl =7 ;lm =2 _rzl olan dogru ile denklemi

ax + by + cz + d = 0 olan diizlem arasindaki ac1 0 ise

p-a+qgb+r.c

Vp2+ g2+ 12 . Va2+ b2+ 2

ifadesi ile bulunur.

sin 6 =

* Dogru ile diizlemin paralel olma sarti1

X-X1 _Y-Y1 _2-7
P q

ax + by + ¢z + d = 0 olan diizlem veriliyor. Dogru diizleme paralel ise

Uzayda denklemi, olan dogru ile denklemi

ap+b.q+c.r=0o0lur. Busarta dogrunun diizleme parelel olma sart1 denir.

* Dogru ile diizlemin dik olma sart1 :

X-X1_Y- N1
P q

ax + by + cz + d = 0 olan diizlem veriliyor Dogru diizleme dik ise %: % = dir.

Uzayda denklemi, =2 _rzl dogrusu ile denklemi

Bu sarta dogrunun diizleme dik olma gart1 denir.

*Bir dogru ile diizlemin ortak (kesim) noktasinm koordinatlarini bulmak

Uzayda, * i)xl =Y ;]}’1 =Z -rZ1 dogrusu ax + by +cz +d =0 diizlemini

kesiyorsa, kesim noktasinin koordinatlarim bulmak icin, 6nce kER olmak iizere dogru ve
axj +by+ cz; +d)
ap +bq +cr

diizlem denklemleri arasinda  k = ( degeri bulunur.

Bunu dogrunun parametrik denklemi olan x =x; + pk; y=y; +qk, z=z; +1k uygu-

lanarak dogru ile diizlemin ortak noktasinin koordinatlart bulunur.
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* Bir noktanin bir diizleme uzaklig1: Uzayda denklemi ax + by +cz+d =0

olan diizlemin bu diizlemin disindaki P(x{, y;, z;) noktasina olan uzakligr £ ise,

(= |ax1+ byl + Cz; +d|

Va2 +b%+ c2

dir.

* Iki diizlem arasindaki agi: Uzayda a;x + byy + ¢z +d; = 0 diizlemi ile
ayX + byy + ¢z + dy = 0 diizlemleri arasindaki aginin kosiniisii,

a1a2+b1b2 + CiCo
Val+b}+c? . Aal+ b3+ 3

cos 0 = ifadesi ile bulunur.

* Tki diizlemin paralel olma garti: Uzayda denklemi a;x + byy + ¢jz +d; =0

diizlemi ile a)x + byy + ¢z + dy = 0 diizlemi birbirine paralel ise

a; _b_c

2 " b dir. Bu sarta iki diizlemin paralellik sarti denir.
2

* 1ki diizlemin dik olma sarti: Uzayda, denklemi a;x + by + ¢;z +d; = 0

diizlemi ile a)x + byy + ¢5z + dy = 0 diizlemleri birbirine dik ise

ajaz + biby + cicp = 0 dir. Bu sarta iki diizlemin diklik sart1 denir.

* Diizlem demeti: Uzayda iki diizlemin arakesitinden gegen biitiin diizlemlere,
uzayda diizlem demeti denir.

* Lineer denklem: Verilen denklemlerde bilinmiyenlerin derecesi en ¢ok birinci
dereceden olan denklemlere lineer denklem denir.

* Coziim kiimesi: Bir lineer denklem sisteminde denklemleri saglayan tiim nok-
talar kiimesine, bu denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi denir. Coziim kiimesinin eleman-
larim bulmak i¢in yapilan isleme de, bu sistemi ¢6zmek denir.

* Lineer denklem sisteminin ¢6ziim yollar

Liner denklem sisteminin ¢6ziim yollarmi bulmak icin:
a. Yok etme yontemi

b. Yerine koyma yontemi

c. Cramer (Kramer) yoOntemi vardir.

Lineer denklem sistemlerin ¢6ziimii icin bunlardan bagka yontemler de vardir.
Biz bagka yontemleri uygulamayacagiz.
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* Lineer denklem sistemlerinin ¢oziim kiimesini bulma ve geometrik
anlamini aciklama

a. Iki bilinmeyenli ax + by + ¢ = 0 seklindeki birinci dereceden denklemler,
diizlemde dogruyu gosterirler.

a;x + byy + ¢y =0 ve ayx + byy + ¢, = 0 lineer denklemleri veriliyor.

Verilen iki bilinmeyenli iki lineer denkelemlerin katsayilar1 arasinda

1. 4= b_a bagintis1 varsa, bu iki dogru ¢akigiktir.
an b2 C
2.8 - b1

= C1 bagntis1 varsa, bu iki dogru paraleldir.
aj b2 C

3. 2; # E—l bagintis1 varsa, bu iki dogru bir noktada kesisirler.
2

b. Iki bilinmeyenli ii¢ denklemden olusan denklem sisteminin bir ¢oziim kiimesi

olabilmesi i¢in, denklemlerin belirttigi dogrularm sabit bir noktadan gecmesi gerekir.

c. Ug bilinmeyenli ax + by + cz + d = 0 denklemi analitik uzayda bir diizlem belirtir.

a1x+byy +cqz +d; =0 ve apx +byy +cpz +dy = 0 denklemlerinin belirttigi
iki diizlem verildiginde bu diizlemlerin birbirine gore durumlari

Verilen ii¢ bilinmeyenli iki lineer denklem sisteminin katsayilar1 arasinda;
%1 “hoa_d bagntist varsa bu iki diizlem cakigiktir. Verilen diizlemlerin
2 b 2 &

sonsuz ¢oziim kiimesi vardir.

al_b ﬂ#dl

a — bagintis1 varsa bu iki diizlem paraleldir. Verilen
2 by 2 &
denklemlerin ¢6ziim kiimesi bos kiimedir.

a b a ci. b c < . o
3. °L Ly 8l 2 Ol o *L bagint varsa, bu iki diizlem bir dogru
Ty R IR CSNENER e

boyunca kesisir. Bu dogruya arakesit dogrusu denir.
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d. Ug bilinmeyenli, iic denklemden olusan denklem sistemi, analitik uzayda

iic tane diizlem belirtir. Bu ii¢ diizlemin birbirine gére durumlari
1. Ug diizlemin bir tek ortak noktasi vardir.
2. Ug diizlemin bir tek ortak dogrusu vardur.
3. Diizlemlerden ikisi birbirine paralel, digeri bu iki diizlemi keser.
4. Diizlemlerden ikisi cakisik, digeri bunlar1 keser.
5. Diizlemlerden ikisi ¢akisik, digeri bunlara paraleldir.
6. Diizlemlerin iicii de birbirine paraleldir.

7. Diizlemlerin iicii de birbirine cakisiktir.
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Al

ALISTIRMALAR

1. Uzayda A(2, 3, 4) ve B(-3, -2, 1) noktalar1 veriliyor. A ve B noktalar1 arasindaki
uzaklik kag¢ birimdir?

2. Merkezi M(-1, 3, -1) noktast olan ve P(-1, 3, 5) noktasindan gecen kiirenin
denklemini bulunuz.
3. Uzayda A(3, 1, 4) noktasi ile 1?B> =(5, 2, 1) vektorii veriliyor.

Buna gore, B noktasiin koordinatlarini bulunuz.

4. Uzayda A= (2,-1,3) ve B= (3,2,4) vektorleri veriliyor. 3A- 2B vektdrlerinin
bilesenlerini bulunuz.

5. Uzayda A= (5,x +y,x) ve B=(2x- 1,2y + 1, x) vektorlerinin birbirine parelel
olmasi i¢in, x ve y kag¢ olmalidir?
s
33

6. Uzayda vektorii, birim vektor ise “x” in degerini bulunuz.

— —

7. Uzayda A=(-3,2,-4) ve B+C=(3,1,5) vektorleri veriliyor. A.B+A.C

vektoriin degerini bulunuz.

8. Uzayda A=2ei+ e - 2e,ve B= 3e;- des+es vektorleri veriliyor. Bu vektorler

arasindaki ac1 kag¢ derecedir?

9. Uzayda A= (2,3,x) ve B= (5,2,4) vektorlerinin dik olmasi igin, x in alacag1
degeri bulunuz.

10. A ve B uzayda iki vektordiir. A + B =(3,6,4) ve A - 3B = (-1, 2, -4) ise

B vektoriiniin birlesenlerini bulunuz.

11. Uzayda A(-2, 3, 4) noktasindan gecen ve G =(3, 1, 5) vektoriine paralel olan

dogrunun kartezyen denklemini bulunuz.

12. Denklemi X é 225 i 3 =Z "'34 olan dogrunun gectigi sabit noktay1 ve paralel

oldugu vektori bulunuz.

13. Uzayda A(-1, 2, 1) ve B(2, 3, 4) noktalarindan gecen dogrunun denklemini bulunuz.

14. Denklemleri, 2x + 3y -z + 2 =0 ve x -y + 3z + 5 = 0 olan diizlemlerin

arakesitinden ve A(0, 1, 0) noktasindan gecen diizlemin denklemini yaziniz.

15. Merkezi (1, 2, -3) olan ve 2x - y + 2z -3 = 0 diizlemine teget olan kiirenin denk -

lemini yaziniz.
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16.Uzayda, denklemi x _ Y- 1 —z+2 olan d dogrusu ile denklemi

2 1 -2
3x -4y + z + 4 = 0 olan E diizlemi veriliyor. d dogrusunun E diizlemini kestigi

A noktasinin koordinatlarini bulunuz.

17. Uzayda, denklemi % i)z =Y ; I _z 4-1 3 olan dogrunun denklemi

2x + 3y + cz - 5 = 0 olan diizleme paralel olmasi i¢in, p ve c arasinda nasil bir
bagint1 olmalidir?

18. Uzayda, denklemleri 2x - 2y +z -9 = 0 ve 2x - 2y + z + 3 = 0 olan paralel iki
diizlem veriliyor. Bu diizlemler arasindaki uzaklik ka¢ birimdir?

19. Uzayda, denklemleri x- V2 y+z+3=0 ve-x +2y+z-5=0 olan diizlemleri
veriliyor. Bu diizlemler arasindaki 6l¢ek aginin dl¢iisiinii bulunuz.

20. Uzayda, denklemleri 2x - by + 4z + 3 =0 ve x + 3y + cz + 1 = 0 olan diizlemlerin
birbirine paralel olmasi i¢in b + ¢ kagtir?

21.2x -y =7
Xx+y=5 Denklem sisteminin ¢dziim kiimesini bulunuz. Geometrik yorumunu
x-y =3

[ yapiniz.

22.2x-y+z=1
X+2y+2z=4 { Denklem sisteminin ¢éziim kiimesini bulunuz.

3x+y+3z=5

23.x+2y+3z2-4=0

2x+4y+62+1=0 \ Denklem sistemini ¢6ziiniiz. Geometrik yorumunu yapiniz.

3x+6y+9z-8=0

24. Uzayda, A(3, -2, 3) ve B(2, 1, 4) noktalarindan gecen ve Xé4 =Y '13 =2 '5 4
dogrusuna paralel olan diizlemin denklemini bulunuz.

25. Uzayda, paralel iki dogru bir diizlem belirtir. Buna gore, denklemleri

x+2_Y-1_2z-3 (¢ x-2=Y‘2=z+13 olan paralel dogrularinin

2 3 -1 2 3
belirttigi diizlemin denklemini bulunuz.
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1. Uzayda, A(1, 2, 4) ve B(-3, x, 1) noktalar1 veriliyor. Bu noktalar arasindaki

en kisa uzaklik kag¢ birimdir?

A) V5 B) 4 o V17 D)5

2. Denklemi x2+ y2+ 72 - 6x + 4y - 8z + 4 = 0 olan kiirenin yaricapmin uzunlugu kag

birimdir?

A2 B)3 C)4 D5

3. A= (% ) gi ) X) vektoriiniin birim vektor olmasi icin, X in alacagi deger kagtir?

A)O B)1 02 D)3

4. A= (2,1,3) ve AB= (3,2,-1) ise B vektoriiniin bilesenleri asagidakilerden

hangisidir?

A)(5,1,4) B) (., 3,2) C)4,3,2) D) 4,-1,3)

—

5. A=(2,-1,3) vektoriiniin toplama islemine gére tersi olan vektor, asagidakilerden
hangisidir.

A)(3-1,2) B) (-3, 1,-2) od, -2, -3) D(-2,1, -3)

6. Asagidaki vektorlerden hangisi, A= (3,-1,2) vektoriine paralel degildir?
A)(-3,1,-2) B) (6, -2, 4) O) (6,-3,-4) D (12, -4, 8)

7. A=(2,-1,3) ve B=(-3,1,4) vektorlerinin Oklid i¢ carpimi kagtir?
A)3 B) 5 C)7 D) 13

8. X= (4,5,-3) ve §= (7,0, 1)vektorleri arasindaki acinin Olciisii ka¢ derecedir?
A) 30 B) 45 C) 60 D) 90
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9. A= (-4, 0, 2) vektoriiniin B= (1, 4, x) vektoriine dik olmas igin, x kag olmalidir?

A)l B) 2 03 D) 4

10. A=(m+2)e; - e, +2e3 ile B=2e]+ 2e, - ne;3 vektorlerinin birbirine paralel
olmasi i¢in, m + n nin alacagi deger kactir?

A) 1 B)3 C)5 D)7

11. Orijin noktasindan gecen, V= (1,2,-2) vektoriine paralel olan dogrunun denklemi
asagidakilerden hangisidir?

A) 2x=y=-z B) x=2y=-2z C) x-1=y-2=z+2 D) x+1=y+2=z-2

12. A (-2, 1, 4) noktasindan gegen > vektoriine paralel olan dogrunun parametrik
denklemi asagidakilerden hangisidir?

A)x=-2+k B)x=-2 C)x=-2k D)x=2+k
y=1+k y=1+k y=k y=-1+k
z=4+Kk z=4 z=4 z=-4+k

13. Denklemi X+1=Y" 2z i L olan dogrunun gectigi sabit noktanimn bilesenleri

toplam1 kactir?

A1 B)2 0) 3 D)6
14. Denklemleri X=1=Y" 3 _z+2 ve X+2 Y- 4 _z-1 olan iki dogrunun
a b 4 2 3 2

paralel olmasi i¢in, a ve b nin alacagi degerler toplami kactir?

A)6 B) 8 C) 10 D) 12

15. Denklemleri X+1=Y"3 _z+4 (o x Y+l _z-1
-3 a 3 a-1 2
Bu dogrularin birbirine dik olmasi i¢in “a” nin degeri ka¢ olmalidir?

dogrulari veriliyor.

A)-3 B) -1 02 D) 4
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16. Denklemleri X'1=y+2 —2-3 e @=m=z—
2 1 m -1 3 0

Bu dogrular arasindaki a¢inin olgiisii 45° olduguna gore, “m” nin degeri kac

dogrulart veriliyor.

olmalidir?

A) -2 B) 0 01 D)3

17. Uzayda, verilen A(3, -1, 2) noktasinin, denklemi X i 2 _ Y -;1 =Z é 1 olan
dogruya olan uzaklig1 ka¢ birimdir? )

A1 B) 3 C) 4 D)6

18. Uzayda verilen A(S, -2, 6) noktasinin, 6x - 2y + 9z + d = 0 diizleminden 2 birim

uzaklikta bulunmasi i¢in, “d” nin degeri ka¢ olmalidir?

A) 11 B) 22 C) -44 D) -66

19. Uzayda denklemi Xé LY ; 2 _z 53 olan dogrunun, denklemi

ax + 2y - 3z+ 5 =0 olan diizleme paralel olmas1 i¢in, "a" nin degeri ka¢ olmalidir?

A)-3 B) -2 01 D) 4

20. Uzayda denklemi % = y-|3-3 =% olan dogrunun, denklemi 6x - 6y +2z-3 =0

olan diizleme dik olmasi i¢in, p

14 ?
T kactir?

A)1 B) 2 )3 D) 4

21.
x-5y-6=0
2x-3y-5=0 \ Denklem sisteminin ¢oziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?
3x-y-4=0 f

A) O B) { (- 1,2)} O {d,-D} D) {(-2,-3)}
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23.

24.

25.

22.
X-2y+z=5
2Xx-y+z=5 Denklem sisteminin ¢6ziim kiimesi asagidakilerden hangisidir?

3x+y+ z=4

A) {0, 1,2)}  B){(,2,3)} O { (1,2, D} D) { (1,-1,2)}

Uzayda A(3, 2, 1) noktasindan gegen ve u=(3, 1,2) ve 9=(1,-3,2) vektorlerine
paralel olan diizlemin denklemi asagidakilerden hangisidir?
A)2x+3y-52+1=0

B)4x+2y-5z-11=0

C)5x-3y+8z2+6=0

D)x+3y+8z-7=0

Uzayda A(3, 1,-2) ve B) (2, 3, -4) noktasindan gecen ve u = (3, 4, -1) vektoriine
paralel olan diizlemin denklemi asagidakilerden hangisidir?
A)-6x-Ty+10z+45=0

B)3x-4y+5z2-15=0

O)8x+ 14y -7z+17=0

D)2x-3y-82+7=0

3x + 2y - z + 4 = 0 diizlemine dik olan diizlemin denklemi asagidakilerden hangisidir?
A) x+y-2z2+3=0

B)2x +3y-4z+5=0

COx+2y-z-1=0

D)2x+y-z2-2=0







